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۵ اندکی دربارة پیدایش ریاضیات با کمیت‌های متغیر در اروپای غربی ۲۱۳ 
5 مسیر کلی پیشرفت ریاضیات در سد؛ هفدهم هو وه ۴۳۱۲ 


۲ پیشرفت آنالیز ریاضی در اروپای غربی در سدهٌ هجدهم ۲۶۱۰ 


پاسخ. راهنمایی و حل مساله و 


پیش از اغاز 


چرا باید ریاضیات را باد گرفت؟ می‌گویند: ریاضیات 
به‌ذهن آدمی نظم می‌بخشد و نیروی ذهنی را گسترش می‌دهد. 
این البته» مبالغه‌ای آشکار است» ولی حقیقتی نیز در آن نهفته 
است. کسی که با ریاضیات سروکار دارد و اندوخته‌ای از 
روش‌های ریاضی را با خود دارد» به‌طور طبیعی؛ و گاهی 
ناخودآگاه» در هر گام و هر عمل خود؛ از روش‌های اندیشیدن 


این داوری درست دربارهُ ریاضیات از گ. فریدنتال» ریاضی‌دان نام‌دار 
هلندی است. او همان کسی است که چند دهه پیش «اینکوس» را پيشنهاد 
کرد - زبانی برای تماس با ساکنان احتمالی سیاره‌ها و ستارگان دیگر. این 
«زبان» به ما امکان می‌دهد تا «گفت‌وگویی» یک‌جانبه با موجودهای اندیشمندی 
داشته‌باشیم که با هیچ‌کدام از زبان‌های زمینی آشنایی ندارند و چیزی دربارة 
زندگی زمینی ما نمی‌دانند. البته نباید چشم‌به‌راه پرسش يا پاسخی از راه گیرنده 
احتمالی پیام‌ها بود» چراکه رفت و برگشت پیام‌های رادیویی» چه‌بسا چند سده 
به درازا بکشد و به «زندگی کوتاه ما؛ دست ندهد. 

آدم باید به‌صورتی عالی بر منطق مسلط از تخیلی غنی برخوردار و 
شخصیتی والا داشته باشد؛ سخن کوتاه؛ به‌منهوم واقعی و عمیق کلمه» یک 
ریاضی‌دان باشد تا بتواند» چنین مساله‌ای را در برابر خود قرار دهد و از عهدة 
حل آن برآید. 

حتا در این «تلاش بلندیروازانة» فریدنتال - با آن‌که دربارهٌ «سود؛ آن در 
آیندهٌ نزدیک» نمی‌توان با خوش‌بینی اظهار نظر کرد» عنصر اساسی خدمت به 
انسان نهفته است. 

دانش؛ و ازجمله ریاضیات (که به‌فول خیام به پیش‌گامی سزاوارتر است 


۷ 


و به‌فول گوس سلطان همه دانش‌هاست)» در خدمت انسان است و» اگر از 
سوءاستفاده‌های جهان ناعادلانة سرمایه‌داری بگذريم کم‌ویش هميشه چنین 
بوده است. به ابوریحان بیرونی». ریاضی‌دان فرزانه‌ای که هزار سال پیش 
می‌زیسته است» گوش کنید. او در «ماللهند» می‌نویسد: 
طبیعت دل‌ها بر عشق به دانش استوار است و خمیرة 

وجود آدمی ؛ از .ضد علم ) یعنی نادانی» متنفر است ... دانش 

است که طبیعت آدمی را صیقل می‌دهد و تاریکی را از درون 

آن می‌زداید . . . 


موریس کلاین» ریاضی‌دان آلمانی سد؛ٌ پیش ندا درمی‌دهد : 

ریاضیات؛ عالی‌ترین دستاورد انذیشه و اصیل‌ترین زادة 
ذهن آدمی است. موسیقی به روح ما آرامش می‌دهد. نقاشی 
چشم را می‌نوازد» شعر عاطفه را برمی‌انگیزد؛ فلسفه ذهن را 
قانع می‌کند» مهندسی زندگی را بهبود می‌بخشد. ولی ریاضیات 
دارای مجموعه همه این ارزش‌هاست. 


و رژه کودسان. استاد سابق دانشکدة علوم پاریس؛ روشن‌تر و بهتر 
وظیفه ریاضبات و ریاضی‌دان را معین می‌کند : 
نخستین وظیفة ریاضی‌دان؛ ساختن و تحویل دادن چیزی 
است که شاید امروز کمتر کسی خواهان آن باشد» یعنی 
«انسان»» انسانی که می‌اندیشد انسانی که می‌تواند درست را 
از نادرست تشخیص دهد انسانی که برایش» شناخت و انتشار 
حقیفت» بر خیلی چیزها؛ ازجمله یک تلویزیون» برتری دارد؛ 
انسانی آزاد نه آدم‌واره‌ای آهنی. 


در بایان سده بیستم» ناظر جریان‌های توفانی شکفتی‌آوری هستیم . دانش 
و صنعت به چنان دوری از پیشرفت افتاده است که در طول کمتر از نیم 
سده (که از دیدگاه تاریخی بسیار اندک است) دگرگونی‌های عظیمی در نظام 
زندگی انسانی و شیوه تفکر او به‌وجود آورده است. راهی که دانش در این 
زمان کوتاه پیموده است» برای پدران و پدربزرگان ماء حتا در طول چند سده 
هم» قابل تصور نبود. 

یکی از این جریان‌های توفانی» عبارت است از جدی‌تر شدن نقش 
ریاضیات در زندگی جامعهٌ بشری و اهمیت روزافزونی که ریاضیات» در 
پیشرفت دانش و صنعت پیدا کرده است. این وضع درضمن؛ بر روابط 
صنعتی کشورها و گسترش این روابط» و حتا بر روابط اجتماعی انسان‌ها اثر 

تعداد رایانه‌ها و نقش آن‌ها در زندگی انسانی» روزبه‌روز افزايش می‌پابد. 
رایانه‌ها» نه‌تنها در انستیتوها و آزمایش‌گاه‌های علمی» بلکه در کارخانه‌ها؛ 
مرکزهای تنظیم برنامه» بانک‌ها؛ بیمارستان‌ها و هرجای دیگری؛ به خدمت 
گرفته شده‌اند. هر روز که می‌گذرد؛ وظیفه بیشتر و سنگین‌تری به‌عهدة این 
«ماشین‌ها» گذاشته می‌شود. رایانه نه‌تنها موجب پیشرفت پرشتاب اقتصاد و 
تولید شده است؛ که توانسته است میزان سوددهی را بی‌اندازه بالا ببرد و 
ملیون‌ها و پلیون‌ها «دلار» صرفه‌جویی به‌یار آورد. 

بازتاب این جریان راء در خود ریاضیات هم می‌توان دید. در ریاضیات؛ 
به‌پرکت امکانی که رایانه‌ها در اختبار ادمی گذاشته‌اند» شاخه‌های تازه و 
سمت‌گیری‌های تازه‌ای بیدا شده است. که از آن‌جمله می‌توان از ریاضیات 
محاسبه‌ای؛ نظریةٌ ریاضی هدایت و پیش‌بینی» نظريهةٌ اطمینان‌بخشی» زبان‌های 


آلگوریتمی برنامه‌ریزی و غیر آن نام برد. 


در زمان ما؛ ریاضیات به‌صورت جزئی جدانشدنی از صنعت درآمده 
است. ریاضیات» در دانش‌های نجربی؛ در اقتصاد» در جهت‌پابی و هدایت 
و پیش‌بینی» که پیش از اين ریاضی‌دانان حتا شجاعت نزدیک شدن به آن را 
نداشتند» نفوذ کرده است. تغییر «موضع اجتماعی ریاضیات» و نقش و تاثیر 
روزافزونی که در زندگی جامعهٌ انسانی بیدا کرده است. دیدگاه‌های متفاوتی را 
برای ریاضی‌دانان به‌وجود آورده است. این اختلاف نظر» در ارزیابی موقعیت 
موجود ریاضسات و دورنمای تکامل آینده آن استة: 

کشف رایانه و تغییر تدریجی چهرٌ ریاضیات» جمعی را به اوج شور 
و شوق خود رسانده است. ولی کسانی هم هستند که نه‌تنها به پیشرفت‌های 
عظیمی که به‌خاطر وجود رایانه نصیب دانش شده است» توجهی ندارند. 
که نسبت به آن با بدبینی و تردید هم می‌نگرند. اینان کسانی هستند که تنها 
اریاضیات خالص» را می‌بسندند» یعنی ریاضیات را برای ریاضیات. این‌ها تنها 
به استدلال و ساختمان‌های منطقی» و ظرافت و زیبایی کامل این استدلال‌ها 
و ساختمان‌ها» ارزش می‌گذارند. اینان» همان «منزه‌طلبان» در قلمرو ریاضیات 


حق با کدام سمت است: هواداران ریاضیات خالص پا دوست‌داران 
ریاضیات کاربردی؟ 

این پرسش تازگی ندارد و از دیرباز» ریاضی‌دانان (و هم غیرریاضی‌دانان) 
را به خود مشغول داشته است. می‌دانيم» دانشمندان و فیلسوفان «دوران زرین 
دانش یونانی»» تنها به ریاضیات خالص؛ ریاضیاتی که هيچ‌گونه «سود عملی؛ 
نداشته باشد» علاقه‌مند بودند. افلاطون مشاهده و آزمایش را تحقیر می‌کرد و 


و ۱ 


ارسطو (با آن‌که در پیری» گرایش بیشتری به مشاهده و آزمایش پیدا کرد)؛ 
با تکیه بر استدلال‌های ذهنی و تلاش در مجرد کردن همه بنیان‌های اعتقادی 
خود» در وأفم به‌نحوی با استاد خود افلاطون» هم‌سویی داشت. فیثاغورث» 
ابهام را چون زشتی و ظلمت را هم‌تراز پلیدی» به بدی نسبت می‌داد و روشنی 
و تفسیر دفیق را چون نور؛ به نیکی منسوب می‌کرد و رسیدن به «روشنی و 
تفسیر دقیق» را تنها از راه کشف رمز و رازهای عدد - که یدید آورنده همه 
پدیده‌ها و فرایندهای موجود در جهان است - میسر می‌دانست. 
آندره واروسفل | ۲۷۷۵۳۱9161 ۸ در سخن‌رانی خود در کنگرة ریاضی‌دانان 
در لیون فرانسه» در اوت ۱۹۶۹ (شهریور ۰)۱۳۴۸ علت فروپاشی دانش 
یونانی را؛ در همین مجردگرایی و انتزاع‌خواهی نمایندگان دانش یونانی 
می‌ذانست. او گفت: 
اصل موضوع اقلیدس محصول سالیان دراز فعالیت‌های 
گوناگون بشر در طول بیش از هزاروپانصد سال در زمینه‌های 
مساحی کشاورزی» ساختمانی اندازه‌گیری سطح و حجم و 
نمایند؛ُ ازج انديشة انسانی بود. ولی گرایش ریاضی‌دانان یونان 
به ساختن ریاضیات مجرد و کوتاه شدن دست فیزیک‌دانان در 
بدید آوردن رابطه‌های لازم برای اندیشه‌های خود دانش یونانی 


را از پیشرفت بازداشت. 


فه‌لیکسکلاین» ریاضی‌دان مشهور آلمانی» در سال ۱۸۹۳ میلادی» در 
خود را از (تخصص گراییا ریاضی‌دانان و دور دز 9 اژ دانش عمومی ابراز 
داشت و گفت : 


۱ِ 


پیشینیان بزرگ ما لاگرانژ و لاپلاس و گوس؛ به همه 
مساله‌های ریاضیات و کاربرد آن‌ها؛ تسلط داشتند. کششی 
که در سده نوزدهم به‌سمت ویژه کاری و تخصص به‌وجود 
آمد موجب کم شدن علاقهٌ ریاضی‌دانان به دانش عمومی 
شد. باوجود این» در دو دهه اخیر؛ تمایل به یکی کردن 
شاخه‌های به‌ظاهر گوناگون و دور از هم نظریه‌های ریاضی 
دوباره پیدا شده است ... با زبان مفهوم «گروه»» این امکان را 
به‌دست آورده‌ایم که هندسه و نظریه عددها را - که در دورانی 
طولانی؛ هرکدام در یک مسیر یکعدی و مستقیم و با روض‌ها 
و مساله‌های به‌کلی متفاوت پیش می‌رفتند - به‌عنوان دو جنبه 
مختلف از یک نظریه مورد بررسی فرار دهیم. 


شاید بتوان نمايندهٌ مشخص «ریاضیات خالص» زمان ما را؛ گروه «نیکلای 
بورباکی) در فرانسه دانست. این نام بیشتر یک «عنوان حقوقی» و یک دنام 
مستعار» است که جمعی از شایسته‌ترین ریاضی‌دانان فرانسوی را دربر گرفته 
است و بیش از پنجاه سال است که با ارزش‌ترین کتاب‌های نظری ریاضی را 
زیر همین نام و با عنوان عمومی امقدمات ریاضی» منتشر می‌کنند. 

ولی حتا اين نمایندگان «جریان پوریستی و منزه‌طلبی ریاضیات» هم 
اهمیت ریاضیات را؛ در ساختمان پرشکوه آیند؛ جامعهٌ انسانی» نفی نمی‌کنند. 
«بوریاکی) ریاضیات را به یک شهر تشبیه می‌کند که «ریاضیات خالص»: 
بخش اصلی و مرکزی آن را تشکیل می‌دهد. «بورباکی»» نقش خود را به‌عنوان 
ریاضی‌دان» جون معمار چیره‌دستی می‌داند که به تجدید بنای مرکز قدیمی 
شهر مشغول است. ضرورتی نمی‌بیند تا دربارهٌ کناره‌ها و حومه‌های شهر 
صحبت کند» زیرا خودٍ نیاز زندگی؛ کوی‌ها و ساختمان‌های تازه را به‌وجود 
می‌آورد : «وظیفة اصلی ریاضی‌دان»» تجدیدبنا و سازمان‌دهی مرکز شهری 


۱ 


است که ریاضبات نام دارد. 

ساختمان این شهر. با دامنه‌ای گسترده و به‌وسیلهة افراد با استعداد بسیاری» 
در جریان است» ولی حتا آنان که در مرکز شهر زندگی می‌کنند. نمی‌توانند 
رابطهٌ خود را با تمامی دوروبر خود به‌کلی قطع کنند. بسیاری از ریاضی‌دانان. 
به‌تدریج » از مرکز گذشته‌اند و به کناره‌ها رو آورده‌اند. جایی که هوا و آفتاب 
بیشتری است و در همان‌جا و در شهرها و کشورهای همسایه آغاز به ساختن 
راه‌های تازه کرده‌اند. جایی که دورنمایی گسترده‌تر» پهنه‌ای گشوده‌تر و آزادی و 
امکانی بیشتر؛ الهام‌بخش خلاقیت‌های آن‌ها شده است. به‌همین دلیل است که 
کناره‌ها و حومه‌ها جان می‌گیرند» محله‌هایی که با شهرهای دیگر نزدیک‌ترند و 
بستگی بیشتری با آن‌ها دارند» مسکونی‌تر می‌شوند: فیزیک» صنعت؛ افتصاد 
زیست‌شناسی» پزشکی و غیره؛ درضمن؛ محله‌هایی هم که به‌کلی جوان‌اند 
بو جود می‌آید. به‌دشواری می‌توان درباره همه این محله‌ها و شهرها سخن 
گفت» به‌ویذه که آگاهی نسبت به همه آن‌ها» کار ساده‌ای نیست. شاید تنها 
بتوان یکی از خیابان‌ها را انتخاب کرد و دربارهٌ هوایی که ساکنان آن استنشاق 
می‌کنند» صحبت کرد. 

وقتی درباره ریاضیات صحبت می‌شود؛ باید ترتیبی داد که مردم» به‌جز 
مرکز شهر » حومه و دور بر آن را هم بپینند. باید به مردم نشان داد چگونه 
زندگی در این‌جاها هم جریان دارد و چگونه. جنگل‌های وحشی: به‌وسیلة 
پارک‌ها و باغ‌ها عقب رانده می‌شوند! بررسی جزءبه‌جزء آب و هوای این 
بخش‌های شهر. به‌ویژه برای سلامتی خود شهر» اهمیت جدی دارد. 

ای . ماای‌سف»از شرکت خود درکنگرُریاضی‌دانان‌درمسکو" ؛خاطره‌هایی 


۱ «کنگرٌ جهانی ریاضی‌دانان» در مسکو از ۱۶ تا ۲۶ اوت سال ۱۹۶۶ 
میلادی تشکیل شد. این کنگره» یکی از باشکوه‌ترین؛ پرجمعیت‌ترین و پربارترین کنگره‌های 
ریاضی‌دانان تا آن زمان بود. در کنگره ۴۲۷۵ دانشمند ریاضی‌دان» از ۵۴ کشور جهان 
شرکت کردند و در ۱۵ گروه مختلف آن ۱۹۵۳ مقاله خوانده شد. به‌تقریب؛ همه ریاضی‌دانان 


تسه 


۱۳ 


دارد که خواندنی است: 

«من هم ... در کنگره ریاضی مسکو شرکت داشتم. به سخن‌رانی‌ها 
گوش دادم و در برخوردها وارد شدم. زمینة فعالیت من در گروه‌های فیزیک 
- ریاضی» ریاضیات محاسبه‌ای؛ نظريه اجتمال و نظریهٌ ریاضی هدایت بود 
که به‌ترتیب شامل ۰۱۲ ۰۱۳ ۱۴ و ۱۵ نفر می‌شدند. برخی از اپن زمینه‌ها 
نخستین بار بود که در برنامه کنگره گذاشته بودند. در این بخش‌ها؛ نام‌داران 
دانش ریاضی کم بودند» ولی درعوض» جوانی و شور و شوق از آن‌ها 
می‌بارید. شاید مناسب باشد؛ دربارةٌ برخی علت‌هایی که موجب این شور و 
شوق شده بود و تا به‌این اندازه جوانان را به‌سمت خود می‌کشید» اندکی بیشتر 

با این‌که نظریه‌های ریاضی» به‌ویژه در زمان ما» بی‌اندازه انتزاعی به‌نظر 
می‌آیند» دروافع» به‌طور طبیعی و در جریان بررسی عینی ما از جهانی که در 
آن زندگی می‌کنیم؛ به‌وجود آمده‌اند. اين نظریه‌ها» بخش لاژمی از تصور ما 
را دربار؟ طبیعت و جهان بازتاب می‌دهند. پیشرفت ریاضیات» به پیشرفت 
نیروهای تولیدی جامعهُ انسانی» پیشرفت صنعت و حمل‌ونقل و پیشرفت 
دانش‌های نزدیک به ریاضیات» 2 دارد. روشن است که این تن 
بهاندازه کافی بغرنج و پیچیده و؛ درضمن» غیرمستقیم است. گاهی تلاش‌های 
ساده‌لوحانه‌ای دیده می‌شود که سعی می‌کنند؛ اثبات یک قضية مشخص و یا 
پیدایش این با آن نظریةٌ ریاضی را؛ به یک پیش‌آمد مشخص صنعتی و برای 
نمونه» به کشف و ساختمان فلان ماشین تازه» مربوط کنند. در ریاضیات؛ 
مساله‌ها و موضوع‌های بسیار جالبی وجود دارد که از راه قانون‌های منطقی 
درونی ریاضیات و به‌انگیزة درونی خود ریاضیات به‌وجود آمده‌اند, ازحمله این 
مساله‌ها - که به‌انگیزه نیروهای درونی دانش ریاضی زاده شده‌اند - می‌توان از 


هت ۱ 3 
مشهور از سراسر گیتی؛ در آن شرکت داشتند. 


۱۴ 


آن‌هایی نام برد که برای نمونه؛ گروه بورباکی در برابر خود قرار داده‌اند. آنان 
خود را معماران تجدیدبنای مرکز شهر می‌دانند و بنابراین؛ شاید گمان رود که 
می‌توان برای کار و فعالیت آن‌ها» ارزش چندانی قایل نشد. آنان خود ریاضیات 
را در برابر خود نهاده‌اند و هدف خود را» تجدیدبنای اصول و مبانی ریاضیات 
قرار داده‌اند؛ ولی قالب زیبای ریاضیات و پایداری و استحکام آن وقتی ظاهر 
می‌شود که به خحدمت جامعه انسانی در آیك: در غیر این‌صورت» تنها توده‌ای 
بی‌شکل از حقیقت‌هایی براکنده است. و همین» یکی از علت‌هایی است 
که زنجیر ارتباط نظریه‌های انتزاعی ریاضیات را با فعالیت‌های عملی انسان» 
از نظر ما دور نگه می‌دارد. ولی اين بستگی را می‌توان به‌سادگی؛ و از میان 
دورنمای «مرکز شهر» تشخیص داد. به‌جز اين» هر نفوذ زرف‌تر و تازه‌تری که 
اندیشة انسانی در صنعت و فیزیک داشته باشد» هميشه و به‌عنوان نتیجة خود؛ 
انگیزه‌ای برای پیشرفت ریاضیات می‌شود. گاهی هم نظريه ریاضی لازم از 
قبل وجود دارد و حاضر و آماده است (همیشه» جبهة فیزیک و صنعت 
موجب پیشرف ریاضیات نمی‌شود. گاهی هم پیشرفت ریاضیات» موجب در 
هم شکستن دشواری‌های دانش‌های دیگر شده است). در جنین حالت‌هایی؛ 
کشف‌های تازهُ فنی» انگیزه‌ای برای تکامل و شکل‌گیری شاخه‌های تازه‌ای در 
ریاضیات می‌شود. 


در دهه‌های چهل و بنجاه سده پیستم؛ نخستین رایانه‌ها ساخته شد. این 
کشف چنان انقلابی به‌وجود آورد که حتا امروز هم نمی‌توان دربارة همه 
نتیجه‌های حاصل از آن» بیش‌بینی کرد. گاهی» با به‌شمار آوردن کشف انرژی 
هسته‌ای و ورود انسان به فضاء زمان ما راء عصر سه انقلاب می‌نامند. ولی 
به‌نظر من نمی‌توان اهمیت رایانه و محاسبةٌ تند الکترونی را. هم‌ارز دیگران 
دانست» زیرا تکامل بعدی انرژی هسته‌ای و مسافرت‌های فضایی» بدون وجود 
رایانه‌ها ممکن نیست. به‌جز این (و این به‌احتمالی مهم‌تر هم باشد)» کشف 
رایانه» نه‌تنها صنعت. بلکه تمامی فضای فعالیت روشنفکری بشر را پر کرده 


۱۵ 


است. امروز دیگر نمی‌شود مساله‌های افتصادی؛ نظامی و برنامه‌ریزی‌های 
دولتی را» بدون رایانه حل کرد. امروز زیست‌شناسی را هم بدون رایانه 
نمی‌توان پیش برد. برواز انسان بدون وجود رایانه ممکن نیست و ... 

رایانه. تا زرفای وجود همه زمینه‌هایی که برای ریاضیات و به‌ویژه 
محاسبه» نقشی قایل است. نفوذ کرده‌است. در آغاز سال‌های پنجاه» سرعت 
محاسبه به‌طور متوسط » هزار برابر شد و رایانه‌ها می‌توانستند در هر ثانیه: 
چندهزار عمل را انجام دهند. کشف نخستین رایانه‌ها» تنها آغاز تکامل 
پرهیجان فضای تاز؛ فعالیت انسان بود. رایانه‌های تازه و تازه‌تری ساخته شد 
که هریک؛ نسبت به نمونةٌ قبلی خود» چه از نظر کار و چه از نظر اطمینان؛ 
هتر بود. بعد ماشین عظیمی ساخته شد که می‌توانست یک ملیون عمل را 
در ثانبه انجام دهد و این خود» یک جهش در تکامل رایانه بود. وقتی عنوان 
«عظیم» را به این ماشین می‌دهیم» منظور قدرت آن است نه اندازه‌های آن. 
زیرا اندازه‌های این ماشین» چند بار از ماشین‌های قبلی هم کمتر بود. افزایش 
سرعت کار با یک دشواری روبه‌رو شد : محدود بودن سرعت انتقال آگاهی‌ها 
از یک بلوک به بلوک دیگر؛ چراکه در این‌جا» مرزی برای سرعت وجود دارد. 
ولی اطمینان دارم که اين دشواری هم در سال‌های آینده حل خواهد شد 
[ کمااین که امروز حل شده است. م.]. 

طبیعی است که ظهور رایانه. یک رشته مساله‌های تازه را مطرح کرد 
و به‌جز آن» جهت‌های تازه‌ای در ریاضیات به‌وجود آورد. حتا گاهی شنیده 
می‌شود که می‌گویند: با پیدایش رایانه. ریاضیات تازه‌ای پدیدار شده است. 
می‌گویند باید اندکی صبر کرد و دید در آینده با پیشرفت امکان‌های رایانه‌ای؛ 
جه مسیرهای تازه ورحتا روش‌های اسندلالی تازه‌ای» در ریاضیات بیدا می‌شودا! 
دلیلی وجود دارد که من تاندازه‌ای با این فکر مخالف باشم. این اندیشه» 
به‌ظاهر ) در میان «عملی‌کاران» و کسانی که با ریاضیات کاربردی کار می‌کنند؛ 
به‌وجود امده‌ست؛ ولی برخی از ریاضی‌دانان ص آن را با رضایت تکرار 


۱۶ 


می‌کنند. اینان تاکید می‌کنند : دانش تازه‌ای که در حال تولد است. به‌ویژه؛ با 
ریاضیات استگین مستقیم دارد. 

ریاضیات دانشی یگانه است. نمی‌تران یک ریاضیات را از میان برداشت 
و ریاضیات دیگری به‌جای آن نشاند. هر وفت حقیفت‌های تازه‌ای جمع شود 
و به مرز معینی برسد» سمت‌ها و دیدگاه‌های تازه‌ای هم به‌وجود می‌آید و؛ 
به‌تدریج» زبان تازه‌ای شکل می‌گیرد. البنه بسیاری از اين روش‌ها را می‌توان 
از قبل پیش‌بینی کرد. همچنین هر راه و روش تازه‌ای می‌تواند منجر به ارزیابی 
دوباره گذشته‌ها و گاه بازسازی آن‌ها شود. ظهور آنالیز بی‌نهایت کوچک‌ها 
به‌موقع خود» موجب این بازبینی شد و تمامی ریاضیات را مورد ارزیابی مجدد 
راز عاد. ویاهی‌دانی وت و زدگی تعرد زا هرگ پزریتی سسجی‌هانی 
می‌کرد که ضابط تابع آن‌ها را در اختبار داشت» اکنون می‌توانست به‌سادگی و 
با در دست داشتن قانون‌های حسابان» بررسی خود را تندتر و با کیفیتی بهتر 
انجام دهد. آن‌چه پیش از نیوتن و لایب نیتس» ریاضیات مدرن نامیده شد. 
یکباره کهنه شد و به‌کنار رفت. 

با وجود اين» مضمون عینی ریاضیاتی که در دنبای قدیم و در سده‌های 
میانه به‌دست آمده است» هنوز و برای ریاضیات امروزی هم گنجینه‌ای پر 
ارزش و ذخیره‌ای زرین به‌شمار می‌رود. به‌نظر من اکنون هم مرحله‌ای را 
شبیه رونسانس گذشته از سر مي‌گذرانيم. 

ریاضیات» دانشی یک‌پارچه و یگانه است. این تنها یک ادعا نیست؛ بلکه 
درضمن» دعرت به عمل است. هر کسی که با ماشین‌های ریاضی سروکار 
دارد» باید به‌وسیلهٌ کسانی هدایت شود که به‌طور حرفه‌ای» بر ریاضیات جدید 
تسلط دارند. ما به‌ویژه کاران زیادی نیازمندیم. باید در همه مدرسه‌های عالی 
و دانشگاه‌ها. متخصصان محاسبه و ریاضیات کاربردی تربیت شوند. ولی 
در کنار آن‌ها» تربیت ریاضی‌دانان خالص (یعنی کسانی که باید به بنیان‌ها و 


اصل‌ها بپردازند) هم ضرورت دارد. 


۱۷ 


ییدایش رایانه. ریاضی‌دانان را واداشته است تا به همه‌سو و به همه 
جانب‌ها» با موشکافی و دقت بیشتری بنگرند (و البته» نه‌تتها جانب‌های 
ریاضیات!). اگر پیش از این به محصول‌های نفتی و تولیدهای کشاورزی 
توجه می‌شد» امروز برای تکان خوردن و به جلو رفتن» پاید به ترتیت 
ریاضی‌دانان و به‌کار گرفتن رایانه و تسلط بر کار آن؛ توجه داشت . 

۰ یک روز اقتصاددانی که ریاضی‌دان نبود» به من گفت؛ (حتا اگر 
چیز بیشتری در ریاضیات کشف نشود؛ ولی قادر باشیم از همین امکان‌های 
موجود؛ به‌خوبی در اقتصاد استفاده کنیم» در عمل خواهيم توانست بدون 
صرف سرمایه همه آن‌جه را در طول پنج سال با سرمایه‌گذاری به‌دست 
می‌آید. به‌دست آوریم». سخن این غیر ریاضی‌دان برای من ریاضی‌دان؛ خیلی 
جالب است. در واقع» به‌عنوان یک ریاضی‌دان؛ می‌توانم این مطلب را درک 
کنم که «فادر بودن به استفاده کامل! کار چندان ساده‌ای نیست و برای این 
منظور» سال‌ها کار دسته جمعی بت رف تس وفتنن لازم است. ولی به‌هر حال؛ 
سخن درستی است و همه کسانی که در معمول کردن ریاضیات در اقتصاد 
دخالت دارند» باید به آن توجه کنند . .. 

گاهی؛ صرف یروی ناجیزی برای حل یک مسلله کم و بیش ساده؛ 
می‌تواند اثری جدی؛ برای نمونه برای ساختن یک کارخانهُ جدید داشته 
باشد. یعنی به‌جای آن‌که سرمایه و نیروی کار زیادی مصرف شود کافی است 
به یک ریاضی‌دان مراجعه کنیم ... در درجه نخست. باید مساله‌های مربوط 
به توزیع و حمل و نقل را به‌یاد آوريم. در این‌جا؛ نمونه‌ای از این گونه مساله‌ها 
را می‌آوريم. 

کشوری را در نظر بگیرید که در آن هر سال بیش از ۵۰۰ ملیون تن 
زغال‌سنگ تولید می‌شود. این مقدار عظیم در قریب ۳۰۰ نقطهٌ کشور تولید و 
به فریب ۲هزار نقطهُ کشور حمل می‌شود. باید نقشه حمل و نقل را؛ باتوجه 
به همه ویژگی‌ها» چنان طرح کرد که هزینه‌های لازم به کمترین مقدار خود 


۱ ۸ 


برسد. نها تجربه مشکل را حل نمی‌کند و نمی‌توان برای حل چنین مساله‌ای, 
به تجربهٌ طولانی متوسل شد و زیان‌های ناشی از آن را تحمل کرد. 

نمونه‌ای دیگر. مسیر یک کشتی اقبانوس‌پیما را در نظر بگیرید و فرض 
کنید» این کشتی باید نزدیک به »۱ روز در آب باشد. تفاوت حرکت یک 
کشتی با حرکت دیگری. بستگی به شرایط باد» موح؛ جریان‌ها و غیره دارد. 
گاهی پیش‌آمدهای دریایی پدید می‌آید که کشتی باید از میان آن‌ها بگذرد. با 
این‌که هواشناسان به‌خوبی می‌توانند شرایط کشتی‌رانی را از قبل پیش‌بینی کنند 
و ناخداها؛ امکان‌های زیادی برای هدایت درست کشتی در اختبار دارند؛ اگر 
۵ ناخدا در مسیر پیش‌بینی شده حرکت کنند. ۱۰ راه‌حل مختلف به‌دست 
می‌آید. در حالی‌که یک رایانهٌ معمولی قدیمی: می‌تواند بهترین مسیر را با 
دقتی کمتر از یک دقیقه بیدا کند ... بی‌دلیل نیست که در بعضی کشورها 
سرمایه گذاری در ریاضیات و تولید رایانه را. خیلی پرسودتر از سرمایه‌گذاری 
در استخراج نفت. اورانیوم و طلا و یا تولید اتومبیل می‌دانند. 

هستند کسانی که در برابر کار با رایانه» مقاومت می‌کنند یا بی‌تفاوتی نشان 
می‌دهند. این در درجه اول ناشی از خحصلت محافظه‌کاری‌شان است؛ بدون 
ماشین هم زندگی بد نیست شاید بدون رایانه هم بتوان زندگی کرد. طبیعی 
است که در چنین حال و هوایی» کار ریاضی‌دان خوب هم دشوار می‌شود . . 
درضمن» در زمینه ریاضیات محاسبه‌ای و ریاضیات کاربردی هم داوطلبی 
پیدا نمی‌شود. 

و این وضع خوبی نیست. حل بد مساله. خیلی بدتر از حل نکردن آن 


الستا: 

اساسی‌ترین مساله‌ای که در این‌باره باید در نظر گرفته شود این است: 
اصولی فکر کردن و متحجر نبودن؛ با احتیاط عمل کردن و محدود نکردن خود 
به یک راه‌حل به اصطلاح قاطم؛ سخن کوتاه. در نظر گرفتن همه راه‌حل‌های 
ممکن منطقی. و این تنها به‌پاری ریاضیات و مدل‌سازی ریاضی می‌تواند 


۱۹ 


نحقق یابد . 

۰ ازجمله مساله‌هایی که در زمان ما روی آن کار می‌کنند» رابطةٌ بین 
انسان و ماشین است. این مرضوعی است بسیار گسترده و جنبه‌های متفاوتی 
دارد» و من در این‌جا؛ به یکی از ساده‌ترین این جنبه‌ها می‌پردازم. راه درست 
استفاده از ماشین کدام است؟ چگونه باید وظیفه‌ها را برای حل یک مساله 
بغرنج؛ بین انسان و ماشین تقسیم کرد؟ ... 

باید به این نکته توجه کرد که امکان‌های ماشین در اساس» محدود 
است. گاهی مساله‌ای پیدا می‌شود که کودکی چهار پنج ساله؛ بهتر از 
کامل‌ترین ماشین‌ها؛ می‌تواند آن را حل کند. ماشین نمی‌تواند انسان را تغییر 
دهد يا حذف کند. بنابراین» استفاد؛ٌ درست از ماشین به این معناست که 
باید از امکان‌های ماشین و انسان. با هم استفاده کرد. این حکم را؛ امروز؛ 
همگان پذیرفته‌اند. بسیاری از برنامه‌ها را انسان (نه ماشین)» آن هم با تکیه 
بر تجربه و درک خود و به‌یاری معرفت شهودی می‌سازد .۰.. باید پاد بگیریم 
استعداد انسان معقول را با کار رایانه‌های بدون اندیشه تلفیق کنیم. تنها 
در این صورت است که به را‌حل درست و نشیم شده» می‌رسيم. تلفیق 
روش‌های دفیق و انتزاعی. با «راه‌حل تنظیم شده»» یعنی تلفیق روش‌های 
ماشینی با درک و شهود انسان؛ راه اصلی موفقیت است. فرض کنیم؛ یک 
«تنظیم کننده» (انسان) برنامه‌ای را درست کند. مسالهٌ او عبارت است از 
انتخاب یک حالت از بین ملیون‌ها و ملیون‌ها حالت ممکن. اگر ماشین 
بخواهد این تعداد بسیار زیاد حالت‌های مختلف را با هم مقایسه کند» با وجود 
سرعت زیادی که دارد؛ وقت زیادی می‌گیرد. ولی» «تنظیم‌کننده» اپن کار را 
نمی‌کند. انسان» برخلاف ماشین. راه‌های بد را خیلی زود تشخیص می‌دهد و 
در همان لحظه‌های نخست. آن‌ها را جدا می‌کند. او به‌تفریب تمام حالت‌هایی 
را که مناسب نیستند» کنار می‌زند و چند حالت مناسب را انتخاب می‌کند. 
این کار انسان است. کار ماشین این است که حالت‌های باقی‌مانده را با هم 


۳ ۵ 


مقایسه کند که البته» این کار را خیلی سریع‌تر از انسان انجام می‌دهد. کار 
آخر» توضیح و تفسیر موقعیتی است که به‌عنوان نتیجه به‌دست آمده است که 
باز هم به‌وسیلهٌ انسان انجام می‌گیرد .. 

در بسیاری از گزارش‌های کنگره» با اصطلاح «پایداری» برخورد می‌شد. 
این اصطلاح را ۲. لیایونوف و 1. پوانکاره در ریاضیات وارد کرده‌اند. چند 
مثال ساده می‌آوريم. 

در برابر شما؛ معمولی‌ترین ساعت دیواری فرار دارد. می‌بینید»؛ آونگ آن» 
به‌صورتی موزون» حرکت می‌کند. اکنون به آونگ اکمک» کنید و آن را در 
جهتی که حرکت می‌کند؛ به جلو برانید. آونگ بیشتر از حد معمول؛ از خط 
قائم منحرف می‌شود و بعد» به عقب برمی‌گردد. در حرکت بعدی؛ گرچه 
بازهم از حد عادی تجاوز می‌کند» ولی اين تجاوز» به‌اندازة بار قبل نیست» 
و به‌زودی» آونگ به وضعی درمی‌آید که انگار کسی آرامش حرکت آن را بر 
هم نزده است. 

نوسان‌های نوبتی آونگ» در برابر اثرهای کوچک خارجی. از خود پایداری 
نشان می‌دهد. 

اکنون فرض کنید» در یک جادهٌ اتومبیل‌رو کمربندی باریک: اتومبیلی 
با سرعت کم حرکت می‌کند. آیا حرکت اتومبیل؛ در برابر تفیبرهای کوچک 
وضم فرمان آن» بایدار به‌حساب می‌آید؟ برای پاسخ دادن به این پرسش باید 
به چگونگی سطح زمین مجاور جاده هم توجه کرد. اگر جادهٌ باریک روی 
خاکریز ساخته شده باشد؛ در آن صورت؛ حتا کوچک‌ترین چرخش فرمأن؛ 
منجر به حادثه خواهد شد. روشن‌تر از آن؛ حادثه وقتی اتفاق می‌افتد که 
هسیر از تنگه‌ای برنشیب بگذرد : اتومبیل ممکن است با همان سرعت؛ به 
یکی از دیواره‌ها برخورد کند. ولی اگر جاده کم‌شیب باشد و در هر نقطة آن 
بتوان به‌راحتی اتومبیل را جلو برد» در آن صورت حتا نوسان‌های کم‌وبیش 
شدید فرمان هم نمی‌تواند برای مدت زیادی» ماشین را از جاده منحرف کند. 


۳۹ 


به‌محض این‌که فرمان وضم قبلی خود را به‌دست آورد؛ اتومبیل در مسیر اصلی 
خط فرار می‌گیرد. 

می‌بینیم » داوری درباره برخی حرکت‌ها؛ تنها وفتی امکان دارد که » هم‌زمان 
با مسیر آن حرکت» مسیر همه حرکت‌های احتمالی «مجاور» هم معلوم باشد. 

در هر دو مثال» سخن از تاثیرهای بیرونی بود. ولی پاسخ به این پرسش 
جالب است که یک دستگاه تنها و جدا شده. در یک فاصلهٌ زمانی طولانی» 
چه رفتاری دارد؟ 

دستگاه‌های مجرد و تنها. در واقع وجود ندارند. ولی تاثیر پاره‌ای از 
عامل‌ها» اغلب چنان ناچیز است که؛ در مرحلةٌ معینی از پژوهش» می‌توان 
اهمیتی به آن‌ها نداد. چنین وضعی» روشن‌تر از همه» در اخترشناسی پیش 
می‌آید. اگر بخواهيم سرنوشت ایند منظومهُ شمسی خودمان را بدانیم» پیش از 
هرچیز» باید به این پرسش لازم پاسخ بدهیم که: آیا درون اين منظومه» چنان 
عامل‌هایی وجود دارد که منجر به از هم پاشیدگی آن بشود؟ به‌زبان دیگر» اگر 
به‌جز منظومه شمسی (با حفظ قانون‌های حرکت سیاره‌ها) چیز دیگری در 
جهان وجود نداشت. این منظومه جه رفتاری داشت؟ 

اگر تاثیر متقابل سیاره‌ها در یکدیگر را ندیده بگيريم و تنها جاذبه 
خورشیدی را به‌حساب آوریم به فانون‌های کپلر می‌رسیم. بنابراین قانون‌ها؛ 
حرکت سیاره‌ها به دور خورشید. به‌تقریب حرکتی دوره‌ای است و هرکدام 
دارای دورة زمانی ویژه‌ای در این گردش است. 

لاگرانژ توانست قانون کپلر را دفیق‌تر کند. او موفق شد. تاثیر متقابل 
سیاره‌ها را» نه به‌طور کامل بلکه با مرز معینی از دقت؛ به‌حساب آورد. او 
برای این منظور از ریاضیات و رشته‌ها یا سری‌های ویژه‌ای استفاده کرد. 
این رشته‌ها طوری ساخته شده بودند که در مخرج هر جمله از رشته» عامل 
۷ - 7711۱ وجود داشت (که در آن؛ ۱ و 1۲ دوره گردش سباره و 


7 و دو عدد طبیعی‌اند). لاگرانژ خود را محدود به بررسی جمله‌هایی از 


۳ 


رشته کرد که » برای آن‌ها؛ مجموع 7 + 7۰ از ۲ تجاوز نکند. بقیه جمله‌های 
رشته را کوجک و قابل حذف به‌حساب آورد. 

ولی: این نوع عمل؛ فانونی نبود. درواقع؛ اگز ۷ <- 10۱ آن‌وقت 
در جمله‌ای از رشته» که برای آن ۱ < 7 و ۲ < 7 باشد؛ مخرج کسر 
برابر صفر می‌شود و روشن سا گنای تین جمله‌ای بی‌اندازه زیاد می‌شود 
و ممکن است یروی فاجعه‌آمیزی در دستگاه ایجاد کند و موجب تلاشی 
آن شود. همین وضم؛ دربارهٌ جمله‌های دیگر رشته هم می‌تواند پیش آید. 
شرطی که نسبت دوره‌های گردش؛ برابر عددی گویا باشد. حتا در زماة 
لاپلاس آشکار بود» حرکت سیاره‌ها به دور خورشید؛ دستخوش اغتشاش‌های 
بزرگی می‌شود و دلیل آن این است که نسبت زمان‌های گردش مشتری و 
زحل» به‌تقریب برابر با عددی گویا است. مشتری در هر شبانه‌روز کمانی 
برابر ۱ ۲۹۹7 انیه از مدار خود به دور خورشید و زحل کمانی برابر ۵ ۱۲۰7 
انیه از مدار خود را می‌پيماید. به‌نظر می‌رسد» دورة گردش مشتری» به‌تقریب 
پنج برابر دور گردش زحل است و بنابراین» برای ۵0۲ - دا مخرج 
کسر نزدیک به صفر می‌شود. این جمله از رشته در فاصله دوری فرار دارد 
و به‌همین مناسبت در پژوهش‌های لاگرانژ» مورد توجه قرار نگرفته است. 

به‌این ترتیب بود که مسالهٌ مخرج‌های کوچک بدید آمد. مساله‌ای که در 
طول دو سده حل نشدنی باقی ماند. در اخترشناسی نمونه‌های بسیاری بیدا 
شد که پر تأثیر مخرج‌های کوچک تاکید می‌کردند. 

بین زمین و مریح » مدارهای نزدیک به دوهزار سیارهٌ کوچک (سیارک‌ها 
استروئیدها) قرار دارد. سیارهٌ مشتری مهم‌ترین عامل مختل کننده در حرکت 
سیاره‌های منظومهٌ شمسی است. زیرا جرم آن چند برابر جرم هم سیاره‌های 
دیگر است. اخترشناسان کشف کرده‌اند» در بین سیارک‌ها؛ حتا یکی را 
نمی‌توان پیدا کرد که دورهٌ گردش آن به دور خورشید برابر نصف يا دوسوم 
دورهٌ گردش مشتری باشد. 


۳۳ 


نمونةٌ شگفت‌انگیزتر» حلقه‌های زحل است. آن‌ها از توده‌های عظیم 
ذره‌های گوناگون تشکیل شده‌اند که به دور زحل می‌چرخند. تعداد این ذره‌ها 
عجیب است که در حلقه‌ها شکاف‌هایی کشف شده است» جاهای تهی که 
در آن‌ها؛ هیچ گونه ذره‌ای وجود ندارد. توضیح این بدیده خبلی ساده از آب 
درآمد. مرضوع این است که زحل. به‌جز حلقه‌ها؛ قمرهای بزرگی دارد. اگر 
شعکاف حلقه‌ها بر می‌بود ( که بی‌شک ملباردها سال پیش جسن بوده است) ) 
آن‌وقت زمان گردش ذره‌های موجود در اين شکاف‌هاء با زمان گردش یکی از 
فمرهای اصلی زحل» فابل مقایسه می سل و درشحجه ) ناپایداری بل‌یل می‌آمد. 

هر حنل همه این بدیده‌ها) از مذت‌ها پیش شناخته شده بود ) باوجود 
اين؛ استدلال منطقی دربارهُ آن‌ها» تنها در آغاز سال‌های شصت سلدهٌ بیستم 
بیدا شد» وقتی کولموگوروف و آرنولد ریاضی‌دانان شوروی» مساله بایداری 
دستگاه‌های پیوسته مکانیکی را حل کردند. آن‌ها ثابت کردند» اگر زمان‌های 
گردش در بی فتاه سست گویاپی نداسته باشند حود دستگاه بایدار 

پرسشی پیش می‌آید : آیا می‌توان نظريه «ارنولد - کولموگوروف» را دربار؛ 
دستگاه خورشیدی به‌کار برد؟ آیا اين نظریه به ما امکان می‌دهد به پرسشی که 
دربارة بایداری منظو مه شمسی وجود دارد» پاسخ دهیم ؛ یعنی به این برسش 
که : یا منظومهٌ شمسی برای همیشه پایدار است؟» یا «احتمال متلاشی شدن 
آن وجود دارد؟) 

باید گفت که به این پرسش ؛ هنوز نمی‌توان پاسخی قطعی داد. تنها 
می‌توان گفت: اگر دستگاه‌های خورشیدی بسیاری را؛ که شرایط آغازی 

این‌که دستگاه‌های نایایدار» چه سرنوشتی دارند» مساله‌ای است که تا 


وش 


گردش قابل مقایسه با زمان گردش مشتری بوده‌اند؛ اطلاعی نداریم. آیا مدار 
خود را تغییر داده‌اند» با برای همیشه منظومٌ شمسی را ترک گفته‌اند؟ 

روش بزوهسی که در کارهای آرنولد و کولموگوروف تکمیل شده است؛ 
در زمان ما» کاربردهای زیادی پیدا کرده است. برای نمونه به‌یاری این روش 
امکان ساختن به‌اصطلاح دام بلاسمایی» پیدا شده است که می‌توان در آن؛ 
بلاسما را برای مدتی اتود تکسارین گردوب: 

گزارش آ. ب. پوگوره‌لوف» عضو وابستة فرهنگستان علوم اتحاد شوروی؛ 
زیر عنوان «نظریهٌ هندسی بایداری پوسته‌های قابل ارتجاع» بسیار جالب بود. 
ویذه‌کاران این مقوله می‌دانند» مسالهٌ محاسبة بوسته‌های قابل ارتجاع» به‌طور 
اصولی» مدت‌هاست حل شده است. ولی خود روند محاسبه» اگر کورکورانه 
و بدون پیش‌بینی خصلت جوابی که در انتظار آن هستیم انجام گیرد» کاری 
بسیار دشوار» پرزحمت و ملال‌آور است. 

این وائعیت که مهندسان» کم و بیش از پوسته‌های قابل ارتجاع که 
ساختمانی بیچیده داشته باشند» صرف‌نظر می‌کنند» از همین‌جا ناشی می‌شود. 
پژوهش جامم و کیفی این مساله در کارهای پوگورهلوف داده شده است و 
آن زمان دور نیست که بناهای مهندسی زیبایی» که محاسبة آن‌ها به‌یاری این 
نظریه امکان‌پذیر است» ما را احاطه کند. 

پروفسور دورام» رئیس سابق اتحاديةُ بین‌المللی ریاضی‌دانان و استاد 
دانشگاه‌های لوزان و ژنو گفت: 

«شاخه‌های گوناگون ریاضیات» به‌طور دایم به هم نزدیک‌تر می‌شوند. 
مساله‌های بسیاری وجود دارد که» برای حل آن‌هاء باید از روش‌های نظریه 
جبری عددها» توبولوژی و آنالیز» با هم پاری گرفت. این امر نشان می‌دهد 
که در حال حاضر » باید از تخصصی شدن بیش از اندازهٌ ریاضی‌دانان برهیز 
کرد؛. 

نیکولای بورباکی زمانی ریاضیات را با شهر بزرگی مقایسه کرد که حومه 


۳ ۵ 


آن؛ به‌صورتی بی‌رویه و درهم» گسترش می‌یابد» در حالی‌که مرکز شهره 
ه‌طور دوره‌ای و متناوب؛ تغییر می‌کند. درنتیجه» همیشه باید نقشة تازه‌تر و 
روشن‌تری از شهر تهیه کرد. محله‌های قدیمی با کوچه‌های پر پیچ‌وخم کهنه 
می‌شوند و باید جای خود را؛ به خیابان‌های مستقیم‌تر» وسیع‌تر و راحت‌تری 
بدهند. 

اگر گفتُ دورام را با سخن فه‌لیکس کلاین (که در کنگرهُ شیکاگو ایراد 
کرده بود) مقایسه کنیم» می‌بينيم که معماران این شهر عظیم. به همان اندازه 
در انديشهة یک‌بارچگی ساختمانی آن هستند که دهه‌ها قبل و در زمان تشکیل 


کنگرة شیکاگو بو دیل. 


" 


این کتاب هم با همان روش کتاب‌های قبلی «ریاضیات محاسبه‌ای» تهیه 
شده است. در مساله‌های آغازین» هم برخی درس‌های سال‌های گذشته 
(به‌ویذه آن‌ها که برای یادگیری کتاب حاضر اهمیت دارند) یاداوری شده است 
و هم مساله‌هایی آمده است که پرای هوش‌آزمایی و آمادگی بیشتر لازم‌اند. 
تاکید من بر این است که همه تلاش خود را برای حل مساله‌ها به‌کار برید و 
سپس ؛ وفتی مساله را حل کردید (و یا نتوانستید به‌نتیجه برسانید) به بخش 
حل مساله‌ها مراجعه کنید. ضمن حل مساله‌ها توضیح‌هایی داده شده است 
که برای تسلط بیشتر بر درس می‌توانند سودمند باشند. 

در این کتاب هم بخش‌ها یا مساله‌های دشوارتر و یا آگاهی‌های اضافی با 
نشانه (*) مشخص شده‌اند؛ ولی این به‌معنای آن نیست که از آن‌ها صرف‌نظر 
کنید. هیچ مطلبی که بی‌فایده باشد در این کتاب نیامده است. 


پرویز شهریاری 


۳۶ 


1 ثابت 3 ۳ بل و لا عددهایی درست باستد 6 معادلة 
6 "رن ۲۲ جواب ندارد. 

۲ سم دایره ری یک فیحه‌انل و می‌دانیم ؛ از لین آن‌ها؛ شر جهار 
دایرهٌ دلخواه در یک نقطه مشترک‌اند» ابت کنید نقطه‌ای وجود دارد که هر 
پنج دایره از آن می‌گذرند. 

۳ نمودار تابع با ضابطةٌ ۳ - ۱/۹  <‏ را در صفحه محورهای 
مرختصات فائم زسم کل 

۴ الف) نمودار تابع با ضابطهٌ (۱ - »| +|۲ + ع| < + ب) 


اق1 - ج < زو 


۵ این معادلهٌ درجه دوم داده شده است : 


ود 


رسم کنیك. 


<- (۵ د ۲ - 1/۵۲ (۱ د ۲ - ۲ :۳2) ۲۲ 


جه رابطه‌ای بین 77 و برقرار باشد تا اين معادله 

1ج ریق مار فاقلة باشنن؟ ۲ فر چه عالتن تستکم یکی از 
ریشه‌ها برابر صفر است؟ 

۳) دو ریشه با علامت‌های مختلف داشته باشد؟ 

۴ مجموع توان‌های دوم ریشه‌ها برابر حاصل‌ضرب آن‌ها باشد؟ 

۶ دو نف اولی از نقطةٌ ۸ و دومی از نقطهٌ 3 به‌طور هم‌زمان 
به‌سمت یکدیگر حرکت کردند. سرعت اولی ۲ کیلومتر کمتر از سرعت دومی 
در هر ساعت است. اولی وقتی به نقطةٌ 7 رسید که دومی یک ساعت فبل از 
آن به ۸4 رسیده بود. اک فاصلهٌ از ۸ تا ۶ برابر ۴۳۰ کیلومتر باشد» سرعت 
کت اه آیی ی ان زا یلا تنل 


۳۷ 


۳۸ 


۷ این معادله‌ها را حل کنید: 


:هد ۶ 4 ۵ + ۳۸۵۲ - "و۵ + "و۶ (۱ 
زه < ۶ +4 ۳۶۵۲-۷۵ - ۷۵+ ۶2۲ (۲ 
۰ 2 ۲۴ +۱۴۵ +4 ۱۳۵۲ - ۲۷۵۲ - او (۳ 
< ۱۲ - (۲ + + ۱()2+ 2 + 27۳) (۴ 


۰ " ۱ - ۲ اج ۸ 
7 (- + | سس | (۵* 
م ۴ _ + ۷۲ +7۲ 


۶ 
۳ و ۳ ۳ 


۷( ) - ۳(۲ + ۳۵ - ۲۲ < ۷/۲ - ۳۵ +۷۰ 


۸ ار » و 6 و » عددهای مثبت باشند» ثابت کنید : 


0 0 / 


6 < (ه +6)( + )(8 + ه) (۲ 


77 
3 ۳ 
۲( 108۳, ۲ < 08, 


۳۳ 
اس ح 


۷ 


۱ 
7 0 و8 » 3 2 و108۲ ۳ (۳ 


۵ معادله ضلع‌های یک مثلث چنین‌اند : 
۳ << و - ۲۶ : (۸0) :۵ ع ب۲ + : (0ظ) زه < ون - 5 : (۸49) 


۱) مساحت مثلث را بیدا کنید؛ 


آورید. 
۱ مختصات دو انتهای قاعده بزرگتر یک ذوزنقه قائم‌الزاویه (۵-,۷-) 
و (۲-,۲) و مختصات انتهای چپ قاعدهٌ کوچکتر آن (۴,۰-) است. 
معادلةٌ هریک از ضلع‌ها و قطرهای دوزنقه را پیدا کنید. 
۲ یک سهمی از نقطه‌های (۴ ,۲-) و (۰ ,۷/۳) می‌گذرد. اگر محور 
محور تقارن این سهمی باشد» معادلةٌ آن را بیدا کنید. 
۱ 

۸ ۲ 


۳ سهمی محوری موازی با 1 دارد و از سه نقطة 


لت ار ۲ 
2 ۲ می‌گذرد. معادله ان را بیدا کنید. 
۴ ممادله وتری از سهمی "2 - 2 - ۲ < لا را بیدا کنید که بر خط 
واست هت ۴ + 2 عموذ باشد.و از راس سهمی بگلرد. 
۰۱۵ دسته سهمی‌هایی با این معادلهة عمرمی داده شده است. 
۰-۱ + و۵ + ۳(2۲ -ع)  <‏ 


)۱( 
۱ به‌ازای حه مقداری از 6: سهمی (۱) محور 2*2 را در نقطه به‌طول 


ِ-- قطم می‌کند؟ در این صورت » مختصات راس سهمی را بیدا کنید. 
۳ » را طوری بیدا کنید که راس سهمی (۱) روی محور 17 باشد. 
۳) کدام‌یک از سهمی‌های (۱) بر خط راست ه < ۴ + ۷ - ۵ 


۳( برای جه مقداری از ۰ عرض راس سهمی ,۱( پرابر ۲ می‌شود؟ 
۳۹٩‏ 


۵) معادلهٌ مکان هندسی راس سهمی‌های (۱) را پیدا کنید. کدام بخش 
۶) آیا سهمی‌های (۱) از نقطه یا نقطه‌های ابتی می‌گذرند؟ 
۷( به‌ازای ۲ << ۰6 نمودار سهمی (۱) را رسم کنید) اگر فرینه این 
را نسبت به نقطه (۱- ه )له بیدا كت سهمی جدید جه معادله‌ای 
دارد؟ 
* ۸) سهمی ۱ - و د ۲و۳ ۷ به‌ازای جه مقدارهایی از » 
آوریته 
٩‏ از نقطه برخورد سهمی (۱) با محور عرض» مماسی بر آن رسم 
کرده‌ایم. به‌اژای حه مقداری از لا این مماس محو ر ۳ را در نشطه به‌طول 
۶ معادله‌ای تشکیل دهید که دارای ریشه‌های ۱ < ۰8۱ ۲- - ۷ 
و ۳ < 2۳ باشد. 
4 هت ۱ ۱ 
اول 7 و قدرنسبت پرابر است با ۱ : 
3۳ ۱ 5 ۱ ۳ ۱ 
کب ۲۴ 
کوچک‌ترین عدد 7 را پیدا کنید به‌نحوی‌که مجموع 


۳ :3 
۵۶ بز 6 ۲۲۳ 
کمتر از ۰/۰۰۱ با ۱ اختلاف داشته باشد. 


و ۳ 


ب) آیا می‌توان عدد طبیعی 7 را طوری بیدا کرد که به‌ازای آن» داشته 


۲ ۱۸ نز ی و ۱:۵ 
ج) با آزمایش؛ عدد طبیعی ۱ را طوری بیدا کنید که داشته باسیم : 
۸ > ۱ + ۷/7 
۸ نرودار هریک از این معادله‌ها را در دستگاه محورهای مختصات 
قائم رسم کنید (پیش از رسم این نمودارها» بند ۴ از فصل سوم را در جلد 
دوم «ریاضات محاسبه‌ای» صفحه ۱۳۲ ببینید) : 
۱۱ - 2۱ (۲ ۱ < || +2۱ ( 
۲۴- |۲۷/۲|2 + ۱۱+ ۲۷| +۱۱ - ۲۷| (۳ 


نمودار » > (2 8[و ‏ )(2 515 + ) را رسم کنید. 

۰ ۸ وارد یک شهر شد. می‌دانست مردم این شهر از دو گروه تشکیل 
شده‌اند» برحی هميشه راست می‌گوپند و برخی هميشه دروغ. او می‌خواست 
یک آدم راست‌گو بیابد تا دربارٌ شهر و مردم آن از او پرس‌وجو کند. به سه 
نفر ۰9 0 و (1 برخورد کرد. از 77 برسید: ببخشید شما راست می‌گویید یا 
دروع؟ از آ‌جا که پاسخ 1 را درست نفهمید» روبه /) و (1 کرد و پرسید: 
0 چه پاسخی به من داد؟ 7) گفت 1 به‌شما گفت راست می‌گوید. ولی (1 
گفت : نه آقا؛ گفت که دروغ می‌گوید. 

۸ به چه کسی اعتماد کند؟ از سه نفر ۰12 0 و ([۰ کدام راست‌گو و 
کدام دروغ‌گو است؟ 

۱ ,] را جملهٌ عمومی دنباله‌ای در نظر می‌گیریم که در آن» 7 عددی 
طبیعی است. برای مثال اگر ۲۲ < ,0 آن‌وقت به این دنباله می‌رسیم : 


ی ما کی ۱ 


۳۹ 


ی 


۱ ۱ اف ۳ ۳ 
و (گز 3 - ۱ << ,را آن‌وقت دنباله‌ای به‌این صورت به‌دست می‌اید : 


۱ ۲ 
وه و تور ویو 


اکنون برای هریک از اين دنباله‌ها» کرچکترین جمله را پیدا کنید : 
۳۳ بد ,۴ - ۲(/+ت رل (۲ ۳ +4 ۵ - اوعد با ۱۱ 
و و |[ 


سب + 0 << لا (۴ 


۳ ۲ 


7-1 | هس 
اس 


۳۳1 


۲ 1 ۵ + ۱ < بل (۶ 


۲ این دو معادله را حل کنید: 


ی ۵ ۲۳۹ ۱+ 2 
بلق ما ۷ تاو 27 و 2 د آ و 


۲۲ الف) ثایت: کنید؛ 


۱ ۱ ۱ ۱ 
۳ + سم + سم + )رح 


۳۲ 


+ ۲۵. الف) سهمی 6 + 0 + 1 - ۷ دافه شته. استت: .6و 
0 را طوری پیدا کنید که: مماس بر سهمی در نقطٌ برخورد آن با محور 
1 با جهت مثبت محور 277 زاویه‌ای برابر ۴۵ درجه بسازد و» درضمن 
خط راست عمود بر این مماس در نقطهٌ تماس آن با سهمی» از نقطهٌ برخورد 
سهمی با محور 72 بگذرد. 

ب) سهمی "72 < و به‌ازای چه مقدارهایی از ۰77 با سهمی به 
معادلهٌ ۲ + :2 + 2۲- < بن نقطه پا نقطه‌های مشترک دارد. در حالتی که 
این دو سهمی» در نقطه‌های ۸ و 13 یکدیگر را قطع می‌کنند؛ معادل مکان 
هندسی نقطهٌ ۲ وسط پاره‌حط راست ۸ را بیدا کنید. 

ج) دایره‌ای به مرکز نقطهٌ (۰ ,۴) رسم کرده‌ايم که بر خط ۲  <‏ + # 
مماس است. معادله دایره را بنویسید. 

+ ۲۶. گاوصندوق سندها: جند ففل دارد. برای هر ففل چند کلید تهیه 
شده است. پنج عضو کمیسیون» کلیدها را طوری بین خود تقسیم کرده‌اند که 
اگر سه نفر از آن‌ها (هر سه نفر دلخواه) با هم باشند؛ بتوانند گاوصندوق را 
بگشایند» ولی اگر دو نفر از آن‌ها (هر دو نفر دلخواه) با هم باشند» نتوانند 
گاوصندوق را باز کنند. این گاوصندوق دست‌کم چند قفل دارد؟ به‌شرطی که 
برای باز کردن گاوصندوق. باید کلید همه قفل‌ها در دسترس باشد. 

* ۲۷. دو خط راست موازی و پاره‌عط راستی واقم بر یکی از آن‌ها 
داده شده است. ثابت کنید» تنها به‌یاری یک خط کش بدون درجه می‌توان 
این باره‌حط راست را به 7 بخش برابر تقسیم کرد  (‏ لقن اش 
دلخواه). 

* ۸ ترازویی دوکفه‌ای در اختیار داریم که با آن می‌توان» بدون استفاده 
از وزنه دوجسم را با هم مقایسه کرد به‌نحوی که معلوم شود کدام جسم 
سبک‌تر از دیگری است. تعدادی سکه به ما داده‌اند که در بین آن‌ها» یک 
سکة تقلبی وجود دارد و می‌دانیم سک تقلبی اندکی سبک‌تر است. با 7 بار 


۳۳ 


استفاده از ترازو توانسته‌ایم نلب 5 تقلبی را بیدا کنیم. حلداکتر جنلد شرکگه بو ده 
انتین ۷ 


* ۹ (*) را پیدا کنید» به‌شرطی که بدانیم 
‌ِ () ۶ + (ه- ۱ 
تل 


7 را عددی حقیقی؛ غبر از دو عدد » و ۱ به‌حساب آورید. 

* ۳۰. ابت کنید» با پنج مربع دوبه‌دو نابرابر» نمی‌تان یک مستطیل 
ساخت. 

+ ۳۱. فرهاد با ۰۸ ظ] و /) دوست است. در یکی از روزهای تعطیل 
تصسمیم کیرد از دوستانش دیدن کند. از خانه به راه می‌افتد و به‌طرف خانة 
۸ هی ز ود. ولی دزست در وسط راه تصمیم خود را عرص می‌کند و دهسمت 
حانه 3 حرکت می‌کند. دوباره بعلد از پیمودن نیمی از راه » راه حود را به‌طرف 
3 از میسن دا وسط راه ناژه به‌طرف 274 هی ز ود و عبرگ. اگر فرهاد» به هشن 
مثلث در نظر بگیرید. 


۳۲ 


پیش از این (در جلد دوم «ریاضیات محاسبه‌ای» صفحه‌های ۳٩‏ تا ۴۶ 
و صفحه‌های ۱۰۱ تا ۱۱۴ ؛ حلد سوم «ریاضیات محاسبه‌ای»» صفحه‌های 
۱ نا ۱۱۴) ذربارة مفهوم‌های بازه (یا فاصله)» تابع و دامنه و برد صحبت 
کرده‌ايم و از شما دانش‌آموز جست‌وجوگر می‌خواهيم» پیش از مطالعهُ این 
بخش » برای به‌یاد آوردن به بحث‌های گذشته مراجعه کنید تا آمادگی بیشتری 
برای درک مطلب داشته باسید. 


8 تابع 

آن‌چه در این‌جا می‌خوانید» با هدف یادآوری و تکمیل آموخته‌های 
شماست ولی درهرحال» شما را از مراجعه و مطالعهٌ آن‌چه در جلدهای دوم 
و سوم اریاضیات محاسبه‌ای» آمده است» بی‌نیاز نمی‌کند. 

تعریف . مجموعه ۸ شامل زوج‌های مرنب (: ,2) یک تابع را معرفی 
می‌کند» به‌شرطی که برای هر دو زوج (۲۱:۷۱) و (2۷,۷۲) از آن» اگر 
۷ - ۰3۱ آن‌وقت ۲ << ۰۱ ولی عکس این حکم لازم نیست؛ یعنی ار 
۲ < ۰1۱ ممکن است داشته باشیم ۲" ع< 2۱. اگر ۲ را مجموعه رها 
و ۲ را مجموعه ,رها بگیریم» آنوقت ۸۲ را حوز؛ تعریف متغیر 2 یا به‌طور 


۳ ۵ 


ساده دامن تابع و مجموعهٌ ‏ را حوزة تعریف تابع؛ یا به‌طور ساده بُرد تابع 
گویند. 

مجموعه‌های ۸ و 1 می‌توانند شامل هر چیزی باشند. برای نمونه؛ 
می‌توان مجموع 26 را شامل سیاره‌های دستگاه خورشیدی و مجموعة ۲ را 
فاصلهٌ متوسط این سیاره‌ها از مرکز خورشید (برحسب کیلومتر) دانست. در 
این‌جا» اگر تنها سیاره‌های بزرگ را در نظر بگیریم» بین عضوهای مجموعه‌های 
و ۲ تناظر یک‌به‌یک پرفرار است. یعنی هر سیاره با فاصله متوسط خود 
نسبت به خورشید مشخص می‌شود. برعکس هر فاصله‌ای متعلق به یکی از 
سیاره‌هاست. بنابراین (2)/  <‏ یک تابع را تعریف می‌کند» به‌شرطی که 
۶ 6 2 و ۲ 6 . 

حتا اگر سیارک‌ها را هم به‌حساب آوریم؛ باز هم با یک تابم سروکار 
داریم؛ زیرا هر سیاره يا سیارک» تنها با یک فاصله مشخص می‌شود؛ اگرچه 
ممکن است یک فاصله متناظر با چند سیارک باشد. در این حالت» ممکن 


است داشته باشیم : 


[)2۱( < 1)2۱( < ۱ 


(سیارک‌های 2۱ و ۰2۲ به یک فاصلهٌ متوسط از خورشید هستند؛ یعنی به 
فاصلهُ ۷۱)» ولی به‌شرط ۲ 3 ۰۷۱ بی‌شک 2۲ 2 2۱. (یعنی دو فاصله 
متفاوت ‏ مربوط به دو سباره مختلف است). 

نمونةٌ دیگر: فرض کنید ۰2 مجموعه دانش‌آموزان یک کلاس و ۲ 
مجموعهٌ نام‌های کوچک آن‌ها باشد. ممکن است نام‌های کوچک دو یا چند 
دانش‌آموز یکی باشد» ولی اگر دو نام متفاوت را در نظر بگیریم» بدون تردید 
متعلق به دو دانش‌آموز مختلف است. پس در این‌جا هم با یک تابع سروکار 

داریم. 

در ریاضیات با مجموعه‌های عددی و در حال حاضر عددهای حقیقی 


۳۳ 


سروکار داریم. یعنی هم 4 و هم ۳ مجموعه‌هایی از عددهای حقیقی‌اند. 
بنابراین» از این به بعد هرجا از تابع صحبت می‌کنيم؛ منظورمان زوج‌های 
مرتبی است که در آن؛ عنصرهای هر عضو عددهایی حقیقی هستند. 

به‌جز اين؛ بیشتر پا تابع‌هایی کار می‌کنيم که» در آن‌ها؛ رابطةٌ بین متغیر 
و تابع» با یک یا چند دستور مشخص شده باشد که در اين صورت. 
دستور معرفی رابطهُ بین متغیر و تابع را؛ ضابطه تابع گویند. می‌گوييم تابم 
با ضابطةٌ 2/+  <‏ (که در آن » < " و » < ۷) يا تابع باضابطة 
(2 5 ) 102 و (که در آن ۰ < 27 609 و ه > /1» جرا؟). 

باوجود اين؛ برای سادگی کار» وارهٌ ضابطه را حذف می‌کنيم و می‌گویيم : 
تابم ۷/3 < لا یا تابم (2 ۱08)609 < 1. 

ولی تعریفی که امروز برای تابم بدیرفته‌ایم) به‌سادگی به‌دست نیامده 
است. واژه «تابم» ترجمه‌ای است از واژهُ 100600100 که خود از ريشة لاتینی 
0 به‌معنای «اجرا کردن» و «انجام دادن» آمده است. بنابراین «تابع» 
به‌معنای یک «عمل کننده» است که می‌تواند با در اختیار گرفتن متغیر» مقدار 
متناظر تابع را به‌دست آورد. وقتی می‌نویسیم (2)] < ل (یا (2)م < ۷ 
و غیر آن)» ‏ (يا م) را نوعی روند به‌حساب می‌آوريم که؛ به‌کمک آن؛ 
می‌توان خود را از 2 به 1 رساند. 

اگر به‌ازای هر مقدار < (از مقدارهایی که 2 می‌تواند اختیار کند) یک و 
تنها یک مقدار برای ‏ به‌دست آید» گوییم ‏ تابعی است از 2. گاهی 2 را 
متغیر مستقل و را متغیر وابسته (یا متغیر تابع) گویند» ولی برای سادگی 
پیان معمول شده است که 7 را متغیر و را تابع بنامند. 

هنوز نزد پرخی مولفان مرسوم است که تابع را به‌عنوان رابطه‌ای بین 
5 و ل تعریف می‌کنند. آن‌ها شکل (7)2  <‏ را تابع صریح و شکل 
۰ < (0 ,2)/ را تابع ضمنی می‌نامند و اشکالی نمی‌بینند که به‌ازای هر مقدار 
2 چندل(یا حتا بی‌نهایت) مقدار برای ‏ به‌دست آید. به اين مفهوم رابطة 


۳۷ 


۱ < 1۲+ 27 یک تابع است و آن را تابع دو ارزشی نام نهاده‌اند» زیرا بهازای 
هر مقدار 2 (به‌شرط ۱ > 2 > ۱1-) دو مقدار برای ‏ به‌دست می‌آید. 
ولی با تعریفی که در این کتاب برای تابع کردیم؛ رابطه ۱ < "رو + "2 
شامل دو تابع جداگانه است: 


۱- < را و 27 - ۷/۱ 


۹ مقدار حدی تابع 
وقتی تابع را به‌صورت تحلیلی آن؛ یعنی (2) < ل بیان می‌کنيم» به‌جز 
عمل‌های معمول (جمع؛ ضرب. توان؛ ریشگی» لگاریتم گرفتن و غیره) 
گاهی لازم است» برخی مقدارهای مرزی راپیدا کنیم (به‌اصطلاح ریاضی 
به‌سمت حد عبور کنیم). فرض کنید بخواهيم مقدار تابع 
۸ - ۷ب 


۳22 ۳ (۱) 
/ 


را» وقتی 2 به‌اندازه کافی به ۲ نزدیک می‌شود؛ محاسبه کنیم. به‌ازای ۲ < 2 
مخرج کسر برابر صفر می‌شود و چرن تقسیم پر صفر ممکن نیست. به‌ازای 
۲ < # مقداری برای ‏ به‌دست نمی‌آید. ولی اگر فرض کنیم ۲ < ۰ یعنی 
0 ۲ - ون ولی مقدار 2 را خیلی نزدیک به ۲ بگیریم حاصل کسر جچه 
مقداری می‌شود؟ ٩‏ ۱۸ < 2 می‌گيريم. برای صورت و مخرج کسر داریم : 

سح ۱ بت ۱۳۳ ۱ ۱۸ الآ 

۱ ۸ -<- 4۶ ۳۸۶۱-۹۵ - ۶ د وا 

و بنایراین» برای ۰۷ به‌اژای ٩‏ ۱ <- 7 به‌دست می‌آید : 


۱/۸ ٩ 
۸ ۱ 


ات بم ار 5 


۳۸ 


اگر مقدار 2 را به ۲ نزدیک‌تر کنیم و ۱/۹٩‏ < 7 بگیريم : 


۳۸ ۹۶۰۱ 41 ۱۳۸ ۲ - ۸ 9/۸, ۵ 


۱ -- ۰۰ ۰ خ ‏ ی ۰ 
۱ ۸ ه ۳۸۵۹۵ 


( 


واگر ۱۸۹۹۹ < # بگیریم؛ برای 1 عددی نزدیک به ٩۹۸۷‏ /۱۰- به‌دست 
مزر ایك. 

هرچه 2 را به ۲ نزدیک‌تر کنیم» مقدار بو به ۱۱- نزدیک‌ترمی‌شود.ولی 
می‌توان محاسبه را خیلی ساده‌تر انجام داد. کسر ‏ را می‌توان این‌طور نوشت : 


۲ +۷۸ -۱۸  )8 - ۲()۵ + ٩( 


(۳ - :۲()۵ - و ) ۶ د و۵ - آ و 


مخرج هر کسر را به هر عددی به‌جز صفر؛ می‌توان تقسیم کرد و بنابر فرض 
داریم ؛ » کد ۲ - :2 کسر به‌صورت 


٩‏ سل و 
۳ و 


ایح 
درمی‌آید که به‌ازای ۲ 7 برابر ۱۱- می‌شود. در ریاضیات؛ می‌نویسند : 


۱ ح مر حد 


۲ چب :و 
1۷ به‌ازای اد ( منجج ندارد ه ولی وفتی بل بدا یت ۲ میل کند (یعنی تفاوت 
۷۳ با 1 ستاو کب حک ۳ به‌اصطلاح ریاضی‌دانان» بی‌نهایت کرو حک باشد) 
به‌همین مناسبت است که «هانری له‌یک» (60اعوعحع,] : ۱۹۴۱-۱۸۷۵ 
میلادی)۰ ریاضی‌دان برجستة فرانسوی در سال ۰۱۹۰۵ تابع را نتیجه‌ای از 
عمل‌های عادی به‌اضافه عبور به حل ؛ تعریف کر 


۳۹ 


رای این تمریف لعیک» خلیل دیگری هم وجنزد عاشت: بهطلیل سادگین گاز 
در رفتار چندجمله‌ای‌ها» ریاضی‌دانان تلاش می‌کردند» عبارت‌های غیرجبری 
(مثل 2 111 و » غیره) را به‌صورت مجموع جبری جمله‌هایی به‌صورت 
۳" درآورند که در آن؛ ۵ عددی‌حقیقی و 7 عددی طبیعی باشد. آن‌ها در 
این کار موفق شدند ولی چندجمله‌ای‌ها: با تعداد نامحدودی جمله به‌دست 
می‌آید. به‌عنوان مثال» برای 2 605 به‌دست آمد : 


۲ ۳ ۶ 


۷" بل ۳۹ 
۳ 0 


این رشته تا بی‌نهایت ادامه دارد و» بنابراین» می‌توان نوشت : 


۳ ۳ کن ‏ ان در 
۵ ام ۳ ۲ ۲۲ میم 88 


ازجمله «وایرشتراس» ریاضی‌دان آلمانی در سال ۱۸۸۵ ابت کرد که» هر تابع 


متناوب را می‌توان به‌صورت حدی از رشتة 
رس وم رد آوی دون .6 


۳۵. نگاهی به تاریخ 

تصور روشن درباره کمیت‌های متغیر» برای نخستین بار» در سدهٌ هجدهم 
و در کارهای «فرما (۱۶۶۵-۱۶۰۱)» و «دکارت» ریاضی‌دانان فرانسوی و در 
نوشته‌های هندسی آن‌ها پدید آمد. مثلاً دکارت در کتاب «هندسةٌ) خود مفهوم 
تابع را (بدون آن‌که نامی از وار؛ُ تابع ببرد) به‌عنوان تغییر عرض نقطه» در 
۹ با طول آن می‌دانست. انیوتون» هم از مفهوم تابم استفاده می‌کرد. او 
در سال ۱۶۷۱ میلادی. تابع را به‌معنای کمیت متغیری می‌دانست که در 


۳ 


جریان زمان» تغییر می‌کند. او حتا برای تابع) نامی هم در نظر گرفته بود: 
افلوانت. او می‌نویسد: ۰.۱.. کمیت‌های جاری و سیال را؛ که به‌تدریج رو 
به افزایش‌اند» «فلوانت نامیده‌ام .۰۰ .. 

واژه «تابع» برای نخستین بار در سال ۱۶۹۴ میلادی و در کارهای 
لا یب‌نیتس به‌کار رفت. او زیر عنوان (تأبع)) باره‌خط راستی را در نظر مي‌گرفت 
که طول آن بنابر قانون معینی تغییر می‌کند. (ایساک باروی» (27۲0۲: 
۰ ۱۶۷۷ مبلادی)» ریاضی‌دان؛ فیلسوف و فقبه انگلیسی و معلم 
نیوتون هم در کتاب خود «درس‌هایی درباره هندسه» (۱۶۷۰ میلادی)» 
دربارءُ بستگی کمیت‌های متغیر به یکدیگر» بحث کرده‌است. 

در سدهٌ هجدهم میلادی» دیدگاه تازه‌ای دربارة تابم بدید آمد و آن را 
به‌عنوان دستوری می‌شناختند که یک کمیت متفیر را به کمیت متغیر دیگری 
مربوط می‌کند. و اين؛ دیدگاه تحلیلی نسبت به مفهوم تابع بود. اين دیدگاه را 
برای نخستین بار» ای. برنولی (۱۷۴۸-۱۶۶۷)؛ ریاضی‌دان سویسی مطرح 
کرد. او در سال ۱۷۱۸ میلادی تابع را این‌طور تعریف کرد : «تابم یک مقدار 
متغیر» به کمیتی گفته می‌شود که با روشی معین. از این متغیر و مقدارهای 
ثایت به‌دست آمده باشد». 

«اولر» شاگرد «ای. برنولی»؛ در سال ۱۷۴۸ میلادی» تنظیم قطعی 
تعریف تابع را از دیدگاه تحلیلی ارائه داد: «تابع یک فقدار فتغسر؛ یک 
عبارت تحلیلی است که؛ با روشی معین» از این مقدار متغیر و از عددها یا 
کمیت‌های ابت تشکیل شده باشد». 

ریاضی‌دانان بزرگ نیمه دوم سد؛ٌ هجدهم میلادی» مثل «لاگرانژ» (۱۷۳۶- 
۳ ددالامبر» (۱۷ ۱۷۸۳-۱۷ «فوریه» (۱۸۳۰-۱۷۶۸) و دیگران؛ 
تعریف «اولرا را بذیرفته بودند. 

تعریفی از تابم که تفاوت چندانی با تعریف امروزی ندارد و تابع را 
بدون این فید که آیا می‌توان آن را با دستور یا فرمول بیان کرد یا نه» به‌وسیله 


۳۱ 


نیکلای ایوانوویچ لباچوسکی (۱۸۵۶-۱۷۹۲) ریاضی‌دان روسی داده شد 
(در سال ۱۸۲۴) او می‌نویسد: 

این مفهوم کلی [یعنی تا: بع] به این مناسسیت لازم است که بتوان تابع 2 
را با عددی که برای هر مقدار 2 به‌دست می‌آید و همراه با 2 به‌ندریج تعییر 
می‌کند» بیان کرد. مقدار تابع ممکن است با یک دستور تحلیلی داده شده 
باشد. با شرطی که وجود دارد؛ عددها را مورد آزمایش فرار داد و یکی از 
آن‌ها را نتخاب کرد و یا سرانجام؛ چه‌بسا این بستگی وجود داشته باشد» ولی 
برای ما معلوم نباشد!. 

همین انديشه را؛ دیریکله (۰)۱۸۵۹-۱۸۰۵ ریاضی‌دان آلمانی روشن‌تر 
و دفیق‌تر بیان می‌کند (در سال ۱۸۲۷). تعریف او از تابع چنین است: ۷1 
را تابع متغیر 2 در بازهُ | > 2 ک ۵ گویيم وقتی که هر مقدار 2 از این 
بازه. متناظر با مقدار کامله معینی از ۷ باشد؛ درضمن » مهم نیست؛ این 
تناظر » با چه روشی برقرار شده است». 

ریاضی‌دانان بعد از دیریکله تا امروز از همین تعریف استفاده می‌کنند 
و» در دبیرستان‌ها هم با بیان‌های متفاوت» همین تعریف را برای مفهوم تابم 
به‌کار می‌برند. 


٩‏ بررسی تابع 

بررسی یک تابع؛ به‌معنای نشان دادن ویژگی‌های مختلف یک تابع اشسگا: 
بزارهای ریاضی که برای اين بررسی لازم‌اند. عبارتند از : مفهوم بازه يا فاصلی 
حل معادله‌ها و نامعادله‌ها اتحادها و نابرابری‌های اتحادی که با آن‌ها آشنا 
هستیم. به‌یاری این ابزارهاست که می‌توان ویژذگی‌های یک تابع را مشخص 
يا به‌زبان ریاضی آن را بررسی کرد. 

ویژگی‌هایی از نابع که باید مورد بررسی قرار گیرد؛ عبارتند از : ۱) تعییر 
مقدارهای ثابل‌فبول برای متغیر (دامنة تابع) که به آن حوزة تعریف تابع هم 


۳ 


می‌گویند؛ ۲) تعبین مقدارهای قابل قبول برای تابع (برد تابع) که به آن؛ 
حوزة تغییر تابع هم می‌گویند؛ ۳) نقطه‌های صفر تابع؛ ۳) تعیین فاصله‌های 
صعودی یا نزولی بودن تابع؛ ۵) تعیین جهت‌کاوی يا کوژی؛ ۶) تعیین زوج 
پا فرد بودن تابع؛ ۶ دوره‌ای بودن یا نبودن تابع (تعیین دورهٌ تناوب) و غیره. 

با برخی از این ویژگی‌ها و تعریف آن‌ها آشنا هستیم و در اين کتاب؛ 
با ویذگی‌های دیگری هم آشنا می‌شویم. 

منال ۱. تابع با ضابطاً 9 


حتّ زا داده شده است : 1( مقدار 


تابع را بهازای 5 » و ۰/۳ < » پیدا کنید. ۲ اگر فرض کنیم 


هار > ب (۲ +عال 1 ج) 7( ا مت آرد. ۳ 
۳ ی ۶( تابع واردن این تب اپ ند 
۷ 


حل. ۱) پاسخ ۲۰- ع< بو و ۷/۳ - > < لو 


۲ به‌ترتیب داریم : 


۱ - ۲۶ ۵ + (۳ + )۲ ۱ 
ب اتید 


۵ ۳9 
1 ۳ ۴۵ وی )۶ 
7 ۳ ۱ 2 هت ۲ سپ ۲ ار 


1 ۳۲ 
۳ یو ۵ )۲3 _ 1 


۳ ست « 


ز((ه وان ,۳ عز )سس 


4 ۵ 


از اس جر 
1 ۳ سس سس سس 


۳۳ 


۲ روشن است که 7 می‌تواند همه عددهای حفیقی» به‌جز ۳ - 2 را 
اختیار کند : دامن تابع را به‌طور معمول» با 1 نشان می‌دهند و می‌توان آن 
را به یکی از صورت‌های زیر نوشت : 


۰ 2 2 : (1 یا به‌طور ساده (۲ و 2 ,۱ > ) < ,] 


برای برد تابع ) وفتی ناد و لا دز تناظر یک‌به‌یک ناشتد (مثل مساله ما) می‌توان 
7 را بر حسب 1 محاسبه کرد : 


از این‌جا روشن می‌شود که 1 می‌تواند همه عددهای حقیقی» به‌جز ۲  -<‏ 
را اختبار کند, برد تابع راء به‌طور معمول با م۲ بشان هي دهند : 


۲ و ۷ : رت یا (۲ و و۱ ع بن) < رز 


۳( این تابع متناوب نیست. اگر فررضص کم 0 ۵ / دوره تناوب 
تابع است. باید بتوان 1 را طوری پیدا کرد که؛ به‌ازای آن داشته باشیم : 


(2) < (1 + 2). ولی 


که اگر آن را برابر (27) قرار دهیم : 


۱ ۱ ۵ -ل- ۲۵۲ 1۵ ۲۷۲۳ -د هد۲۷ 
ال 5 ۳ 7 ۳ - 7 ۲+ ۲ 


و این برابری تنها وقتی برای هر ۳ ع 2 برقرار است که داشته باشیم ۰ < [. 
تابع متناوب بستا. 


۴۳۴ 


۵ تابع» نه زوج است و نه فرد» زیرا داریم: (2-)] ع< (2)/ و 
(2-)]- عد (2)/ (آزمایش کنید). 

یادداشت. می‌دانيم اگر تابعی زوج باشد یعنی با تبدیل 2 به 3- در 
آن. مقدار ‏ تغییر نکند» به این معناست که محور "7 محور تقارن نمودار 
, تابع است. همچنین اگر تابعی فرد باشد یعنی با تبدیل 2 به 2-. مقدار 
۷ هم به - تبدیل شود» مبداء مختصات مرکر تقارن نمودار تابم است. ایا 
می‌توان با جابه‌جا کردن محورهای مختصات و انتقال مبداء به نقطهٌ دیگری 
از صفحه معادله‌ای برای نمودار در دستگاه جدید به‌دست آید که تابعی زوح 
يا فرد شود یعنی یا محور 1 محور تقارن و یا مبداء مختصات مرکز تقارن 
آن باشد؟ فرض می‌کنيم؛ مبداء مختصات را به نقطهٌُ (0 ,)نا برده باشیم. 
در این صورت اگر ( ۲ ,6) مختصات جدید نقطه‌ای از نمودار تابع باشد 
با (2,1) یعنی مختصات قدیم, با اين رابطه‌ها به هم مربوطاند: 


سل ل ند له اس ور ع< ظ 


که اگر به‌جای (/2,1) در معادلهٌ تابع قرار دهیم به‌دست می‌آید : 


هآ 
۳ < 
(۱)ه ح ۵ ۲۷۵ ب (۳ )0 عد ۳۸۲ ن) عد ۲(2 - )+ ۲ ۶ 


1 + 


آیا می‌توان ۵ و 6 را طوری پیدا کرد که به‌ازای آن‌هاء» با تبدیل 2۶ به 26 
معادلةٌ (۱) تغییر نکند؟ وقتی ۸ را به 2- تبدیل کنیم» جمله 1 ۶ به 
تبدیل می‌شود؛ بناپراین» اگر بخواهيم معادل (۱) تغییر نکند» پاید 
جمله‌های دیگر هم تغییر علامت بدهند. جملهٌ ۲(2۲ - ۵) با تبدیل 26 به 
- تغییر علامت می‌دهد. تنها راه برای تغییر علامت جملهٌ شامل ۲ و 
جمله ثابت این است که برابر صفر باشند» یعنی داشته باشیم : 


ه < ۵ ۲6 - (۳ - »)ها وه ح< ۲ - 6 


۴۵ 


۱ ۵ د ۲۲ 
ولی ارم دستگاه برای ۷ 3 ۹ جواب ندارد. تأپع حت تیسوم لا ۴ نمی توان 


به تابعی زوج تبدیل کرد و اين» به‌معنای آن است که نمودار اين تابع محور 
تقارنی موازی محور 0 ندارد (چرا؟). 

ولی می‌توان » و 6 را طوری پیدا کرد که به‌ازای آن با تبدیل 6 به 
- و ۲ به ۰-۷ تخییر نکند. وقتی 26 و ۷ به قرینه‌های خود تبدیل 
شوند» جملهٌ ۸۲ در (۰)۱ تغییر نمی‌کند. مقدار اب معادلهٌ (۱) هم با 
بدیل 2 به 6 و ۷ به ۷- تغییر نمی‌کند (زیرا به کر و ۷ بستگی 
ندارد). بنابراین کافی است ضریب‌های 26 و ۷ برابر صفر شوند: 


94 سس وا 8ص ۲ 0 
۲ -- و ۵ 2 ۲ مس 
۶ ۱۱ س ۲ 11 اه 
که در این صورت ؛ معادله (۱) به‌صورت حت < ر درمی‌اید که نابعی گر د 
ی ما باس ۳ له ۲ 


دارای یک مرکز تقارن است: (۲ ,۳) مرکز تقارن آن است. 
۶ وقتی در تابعی 2 و در تناظر یک‌به‌یک باشند» یعنی به‌ازای هر 
2 تنها یک مقدار برای ۰ و به‌ازای هر مقدار ز» تنها یک مقدار برای 2 
به‌دست آید. می‌توان با بیان :2 برحسب (» شکل تابع وارون را پیدا کرد 
۵ + ۳1 
ین 
را با 2 و تابع را با # نشان دهیم. به‌این ترتیب» اگر 2 < (2) 


ال‌وفت تابع وارون آن جنین است : 


۲-۱)«( - 


۰ - ۲ 


یادداشت. توجه کنید: وفتی می‌گویيم به‌ازای هر مقدار 42 منظور از 


۴۳۶ 


7 همه عددهای حقیقی به‌جز ۲ < 2 است. 
2 مثال ۲ دامنه و برد تابعی ر بیدا کنید که ضابطه آن چنین است : 


۱ ۲ 
۵ د 2 ووع ۴۲ - 2 ووع 


1 ۲ - ۲ 08 7 


حل. 7 می‌تواند هر مقدار حقیقی را اختیار کند» زیرا مخرج کسر؛ یعنی 
2 ۲۱ <- ۲ لمي تواند برایر ضف باشد:؛ 


۳ 
ی رب و < 2 605 ۲ ب ۲ 


ولی 5 005 نمی‌تواند مقداری بزرگتر از واحد باشد. در واقع مخرج کسر: 
هميشه مشت است. زیرا ۲ > 5 ۰05 ۲. 

به این نکته هم توجه کنید: وقتی می‌گوییم» 2 می‌تواند هر عدد حقیقی 
دلخواه باشد 9 10۳ باید عددهای حقیقی را با واحد رادیان بهسساب 
آورد ؛ 1 حت. رل یعسی بر برایر ۲ رادیان استک (به‌تقریب برایر ۱۱۵ درحه) . 


برای: بیدا کردن برد تابع ؛ ابتدا توجه می‌کنيم : 
6 ۳ - > ۵ دوم ۴ - 2 آومم 


زیرا 4 005۲ مقداری مثبت و بیشترین مقدار آن برابر واحد است ؛ در واقم؛ اگر 
و آنزنتد ۱ عم موج و ار ۲ فه آوینت:۱ ۶ و ووم 


بناپراین 


۳ ۳۳ ۲ ست. و ۵ د و وم ۴ 2 او 
وم ۲ - ۳ - 7۳ 6058 ۲ -- ۳ نت 
۲ > ۰۷ به‌معنای آن است که بیشترین مقدار 7 برابر است با ۰۲ که به‌ازای 


۳۷ 


اکنون کسر ضابطه تابع را ب‌صورت دیگری تبدیل می‌کنیم : 


۳ (2 05 ۴ - ۶) + ۵+ ۲( وم ۲ ۳ ۴60994۵ - و آوی 
5 ( ۲۵۵ - ۴)۲ 5 8 سس ۳ 
5 ۵ 2 - ۳ 


۳ ۳۳-۲۵2 7 


ولی برای دو عدد همست 0 و 0 شمیشه ناپرابری ۳۹/۷ 7 1 اد ا برقرار 
است (چرا؟) و علامت برابری برای حالت 0 < ۵ پیش می‌آید. بنابراین 


۳-۷ 8 ۸ 


۴ * ۴)۳ - ۲ 609 2( 


[ ۶ وج ۷ ات ۳( 


از اين‌جا نتیجه می‌گیریم : 


حالت برابری وقتی پیش می‌آید که داشته باشیم ؛ 


۵/ -۳ 5 ۸ 7 05 ۲ -. ۳ 
سه مت بو جر » " ۱ 
۲ كٍِِ« 2 8 - ۴)۳ ۴۳ 


به‌این ترتیب» برای برد تابع به‌دست می‌آید : 


۱ 
تک( 


پاسخ. ۳ 6 » : ,ط؛ ۲ > ب > (۱ +2۷5 : ر. مقدار 


تابع به‌ازای 
به‌ازا 


۳ ۱ 
7 :2 605به‌کمترین مقدار خود برابر (۱ + ۷/۵ : 


۳۸ 


8 ياداوري تعریف‌ها 

دو مجموعهٌ 26 و ۲ را در نظر می‌گيريم و فرض می‌کنیم» هر عضو از 
مجموعهٌ 26 به‌یاری قانونی که آن را قانون ‏ می‌نامیم؛ متناظر با یک و تنها 
یک عضو لا از مجموعهٌ 7 باشد. در این‌صورت می‌گریند تابع (2)[ < 7 
در مجموعه ۸ تعریف شده است. 

قانون ۰ یعنی تناظر بین 2 و ۰۷ می‌تواند به‌صورت‌های مختلفی داده 
شده باشد: تحلیلی؛ یعنی به‌یاری یک دستور که به‌کمک آن بتوان با در دست 
داشتن مقدار 2 (از مجموعهٌ )۰ مقدار 7 (از مجموعه ۲) را با عمل‌های 
حساپی یا جبری به‌دست آورد؛ نموداری» یعنی وجود یک نمودار (په‌عنوان 
نمونه» در دستگاه محورهای مختصات) که به‌کمک آن؛ بتوان با معلوم بودن 
2 ( را مشخص کرد؛ به‌کمک جدول که تناظر ۶ و ۷ در آن معین شده 
باشد» به‌یاری بیان توصیفی و غیره. در دبیرستان» بیش از همه بیان تحلیلی 
تابع (به‌وسیلةٌ یک فرمول) مطرح است و. بنابراین؛ از اين به‌بعد تنها در بازه 
تابم‌هایی صحبت می‌کنيم که به‌وسیله فرمول داده شده‌اند. 

ولی یک فرمول. به‌خودی خود» نمی‌تواند یک تابع را معرفی کند» مگر 
اين‌که مجموعٌ ۰۸۲ یعنی محدوده تغییر 2 (دامنة تابع) معین باشد. برای این که 
تابع مشخص باشد. باید بدانیم با چه مجموعه‌ای از ۸ سروکار داریم! وقتی 
می‌نویسیم ۳ < ۰۷ می‌توان تابم‌های مختلفی را در نظر گرفت: مجذور 
عددهای طبیعی؛ مساحت مریع‌هایی که ضلعی به‌طول 7 دارند» توان‌های 
دوم همه عددهای حقیقی؛ توان‌های دوم همه عددهای موهومی و غیره. در 
این‌جاست که به‌طور طبیعی. با مفهوم «دامنه» سروکار پیدا می‌کنيم : 

مجموعهٌ ۰26 که در شکل گرفتن تابع نقش دارد؛ دامنهٌ آن نامیده می‌شود. 
دامنة تاپع» یعنی مقدارهایی که متغیر 2» می‌تواند اختیار کند. 


۴۹ 


۸ 6 7 و ۲ 6 ۷ را معین می‌کند) و حوزة تعریف ۸۲ (یعنی دامنة تابع) 
معلوم باشد. اگر قانون ] به‌وسیلُ یک دستور (فرمول) داده شده باشد» ولی 
در باز ر (یعنی دامن تابم) حرفی به‌میان نیاید باید 2 را مجموعةٌ هم 
عددهای حقیقی قابل قبول در نظر گرفت. 

طبیعی است که با معلوم بودن مجموعة ۶ به انديشة مشخص کردن 
مجموعٌ ۲ بیفتیم. مجمرعةٌ مقدارهایی را که ۷ > می‌تواند اختیار کند؛ 
برد تابع می‌نامیم. اگر در تابم با ضابطهٌ 2 ۱08 <- با مقدار 2 (یعنی دامنه 
تابم) تنها می‌تواند عددهای مثبت باشد (۰ < ۰)2 درعوض مقدار ‏ (پرد 
تابع) می‌تواند هر عدد حفیقی باشد (1 > )۰ زیرا به‌ازای ۱ < « برای ۷ 
مقدار صفر. به‌ازای ۱ > ۲ > » برای ۷ عددهای منفی و به‌ازای ۱ < :2 
برای 1 عددهای مثبت به‌دست می‌آید. 

ساده‌ترین تابم‌هایی که با آن‌ها سروکار داريم برای ما تابع خطی است. 
برابری 0 + 68  <‏ را در نظر می‌گيريم. روشن است که هر مقدار حقیقی 
2 متناظر است با تنها یک مقدار حقیقی . از اين گذشته. :2 می‌تواند هر 
عدد حقیقی باشد: ٩‏ ع 2. 

به‌همین ترتیب؛ با شرط » ع< 0 هر عدد حقیقی .7 متناظر است با 
عددی مثل ,5 به‌نحوی که داشته باشیم : رز 1 .02 << ,در واقع 
با در دست داشش از بای 1 بقع رل به‌دست: قی‌اید: 
ی ۰ درضمن برای ۰ هم همیشه یک مقدار نتیجه می‌شود. 
بنابراین؛ /1 هم می‌تواند هر مقدار حقیقی باشد (10 ع : برد تابع). 

در حالت خاص, می‌توان نقطه صفر تابع را پیدا کرد» یعنی مقداری از 7 
را که به‌ازای آن تابع 0 + ۵2 پرابر صفر شود. این مقدار تِ سای 

مقدارهایی از متغیر که به‌ازای آن‌ها. تابع برابر صفر می‌شود صفرها (یا 


نقطه‌های صفر) پا ریشه‌های تابع نامیده می‌شود. وقتی ِ :2 آن‌وقت 


۵ 


۲ ‌ِ‌ ۵ ۵ ‌ ۰ / ۰ 
اگر هم < . آنوفت مقدار تابع به‌ازای تام .متا ی بقازاغ 


1 ب 


۳ / ۱ 0 
اگر ه > ۰ آن‌وقت تابع به‌ازای یه << » منفی و به‌ازای سس 9 


ب س‌ 


به‌این ترتیب» تابع 0 + 2 << 1 در بازه [ 2 ,وه ) ل. تون 


در بازه (مع+ رگ ) علامتی ثابت دارد. 

مثال ۲. برای تابع درجه دوم ۵ - ۴5 - "5 ۱ ماو ۵۲ 1) 
نقطه‌های صفر را پیدا کنید» ۴) نمودار اين تابع» دارای محور تقارنی موازی 
محور بوارا است, آن را به‌دست آورید؛ ۳( تابع در جه بازه‌هایی مست و در 


سجه بازه‌هایی منفی است؟ 


حل. ۱) متغیر 7 می‌تواند هر مقدار حقیقی را اختیار کند (دامنه تابع: 

اما درباره برد تابم» ‏ چه مقدارهایی را می‌تواند اختیار کند؟ به‌ازای هر 
مقدار حفیقی ۰2 مقداری حقیقی برای ۷ پیدا می‌شود. ولی ایا ۷ می‌تواند 
هر مقدار حقیقی باشد؟ وفتی با یک تابع مره درم سروکار داشته باشیم؛ 
می‌توان با روش‌های مختلفی برد آن را بیدا کرد. در این‌جا برای تاپع درجه 
دوم مفروض؛ دو روش را می‌آوریم : 


آ[. روش تبدیل به مجذور کامل. در حالت کلی و برای تابع 


ی + وق د اوه < ۱ 


۵۱ 


می‌توان آن را بهاین صورت تبدیل کرد (به‌شرط ه < ۵): 
۳ 


۰+ + ها + (ع/) ِ 


۳0 
مقدار داخل کروشه» مجذور یک دوجمله‌ای است. درنتیجه 


۴۵6-9۳ ۴۵6-۲ 


۳ 
سس ایس سس سس بثٍِِ 
۵ ۳ ۴ ۴ ای + 5 


بر 8 1۵6 . ِ 
به‌دست ۳1 دز حالت ۵ حر 6 برد ۳ بهی ناما ۳ ۷ مي نو اند 


۲ 
بپذیرد؛ عبارت است از مات /1. 


در حالت ۰ > »۰ تبدیل را به‌اين ترئیب انجام می‌دهیم : 


۴6-۲ "و ؟ / ۱ 
و مت 0 
۴۳0 ۳*5 ۳0 | سم ۳ ۱ 


بنابراین؛ برای 6 + 02 + 627 ع< رو مقدار 7 در حالت ۰ < 4 حداقل و 
دز حالرت ۵ > 01 حداکثر دارد. 
دربارٌ ۵ -- ۴2 - "2 < لا داریم : 


جر نت ۲(۲ ) ان 


کمترین مقداری که ۷ می‌تواند اخثیار کند -٩‏ - 1 است که به‌ازای ۲ < 7 


و 


11 روش دوه. استفاده از شرط حقیقی بودن ریشه‌ها. اگر معادلة تاپع را 
به‌مورت 
وج( - ۴09-۵ و 
بنو یسیم ‏ معادله‌ای درجه دوم به‌دست می‌اید که ریشه‌های آن به «بارامترا لا 
بستگی دارد و شرط وجود ریشه‌های حقیقی برای آن» این است که مبین آن 
منفی نباشد : 
-٩‏ < رز ج- ه < ۳۶ + ۴ < ( - ۵-)۴ - ۱۶ گر 


۲) نقطه‌های صفر تابع با فرض *  <‏ به‌دست می‌آید. 

پاسخ. (۰ ,۸-۱ و (۰ ,۵)ظ نقطه‌های صفر تابع‌اند. 

۳) خط راست موازی محور 1 معادله‌ای به‌صورت 7۰ < 7 دارد. 
بنابراین اگر مبداء مختصات را به نقطه (۰ ,)۵ منتقل کنیم؛ باید در 
معادلهٌ جدید تبدیل 2 به 7- مقدار ل را تغییر ندهد یعنی به تابعی زوج 
تبدیل شود. 

اگر (2,1) را مختصات قدیم و ( ۷ ,2) را مختصات جدید نقطة واقع 
پر نمودار بگیریم؛ باید داشته باشیم : 


و ود درد ب 
به‌جای 7 و ۷ در معادلة تابع فرار می‌دهیم : 
۴۵ ورد (۲ 2۲۲٩۲)‏ ۵-( )۲-۴ (ید2) ع< ۷ 


برای این‌که با تابعی زوج سروکار داشته باشیم؛ باید جمله درجه اول شامل 
2 وجود نداشته باشد» زیرا با تبدیل 2 به 2 تنها همین جمله است که 
تغییر علامت می‌دهد. از این‌جا؛ با صفر قرار دادن ضریب 2 به‌دست می‌آید 
۲ < 7. خط راست ۲ -<- 2 محور تقارن نمودار تابم است. 


۵۳ 


۴( باید ببینیم عبارت ۵ -- و۴ -- ؟ زو به‌ازای چه مقدارهایی از 7 مثبت و 
به‌ازای چه مقدارهایی از 2 منفی است. با عبارتی درجه دوم سروکار داریم که 
دارای دو ريشة حقیقی است (۱-,۵) و» درضمن؛ ضریب جملهٌ درجه دوم 
آن مثبت است. بنابراین» این عبارت در بازهٌ (۵ ,۱-) [یعنی به‌ازای عددهایی 
که بین دو ريشه باشند] منفی و در بازه‌های (۱-,0-) و (۵0+ ,۵) 
[یعنی به‌ازای مقدارهایی از 2 که از هر دو ریشه کوچکتر یا از هر دو ريشه 
بزرگر باشند] مثبت است. 

پاسخح. اگر ۱- < یا ۵ < 27 آل‌وفت ه ‏ و 

اگر ۵ > 2 > ۱- آن‌وفت ه > رد 

اگر ۱- > یا ۵ < 2 انوقت ۰ < (ن. 


جهت تغییر تابع. تابع خطی ۷ - ۲2 < ل را در نظر می‌گیریم. در 
این تابع جهت تغییر ‏ با جهت تغییر 3 هم‌خوان است» یعنی اگر * بزرگتر 
شود مقدار هم بزرگتر می‌شود و برعکس. به زبان ریاضی. اگر به 2 مقدار 
مثبتی اضافه شود به 1 هم مقداری مثبت اضافه می‌شود و» برعکس» اگر به 
7 مقداری منفی اضافه شود به ۷ هم مقداری منفی اضافه می‌شود. 

دو عدد 2 و 2۲ را با شرط 7 > #۱ در نظر می‌گيريم. داریم : 


۷ - ۲2۲ < 1۲ ,۲2۱-۷ ع< ۷۱ 


از آن‌جا (2۲ - ۲/2۱ ح< 1۲ - ۰۷۱ روشن است که با فرض 1:۲ > ۰3۱ 
به‌دست می‌آید ۶ > 1۲ - 2۱ و درنتیجه ۶ > 1۷۲ - 1۱ و 1۲ > 1/۱. 
به‌همین ترتیب» اگر فرض کنیم ۲ < ۰2۱ به‌دست می‌آید ۷ < ۱. 
می‌گویند» تابع ۷ برای 18 ع 2 تابعی یکنوا است [یکنوا < مونوتون]. 
اکنون اگر تابع خطی ۵ + ۲2- < لا را در نظر بگيريم به نتيجة 
دیگری می‌رسیم. در این‌جا؛ بافرض 2۷7 > 2۱ به‌دست می‌آید ۷ < ۱ و 


ولد 


بافرض 2۲۷ < 2۱ نتیجه می‌شود 1۷۲ > ۱ (ثابت کنید!). این تابع خحطی 
هم ) برای همه مقدارهای حقیقی 7 تابعی یکنوا است. 

ولی دو تابع خطی ۷ - ۲2 < لا و ۵ + ۳2- < ۷ گرچه هردو 
برای 1 ع 2 یکنوا هستند» با هم تفاوت دارند. اولی را تابع صعودی و دومی 
را تابع نزولی گویند. 

اگر برای مقدارهای دلخواه 2۷ > ۱ واقع در دامنه تابع؛ بازه‌ای وجود 
داشته باشد که د رآن برای تابع (2) < [ به‌دست آید (2۲) > (2۱)ل 
آن‌وقت تابم در اين بازه صعودی و اگر (2۲) < (2۱)]» آذوقت تابع را 
در اين بازه نزولی گویند. 

اگر برای ۵۷ > 2۱ داشته باشیم (+۵) > (:2) تابع را یر نزولی 
و اگر داشته باشیم (27) < (1)2۱ تابع را غیرصعودی واگر داشته باشیم 
(«ع) < (:۶)2) تیم را ثابت گویند. 

مثال ۴. تابعم ۳ - ۴ + "و < را در چه بازه‌ای صعودی و در چه 
بازه‌ای نزولی است. 

حل. اکر تابم را به‌صورت 

٩۱‏ ۲(۲ - و)- < 2-۳ ۴۵ + 2- < لا 


11 7 معنا دارد. بازه 00۱+ ,مج - ) ر به دو باژه تسم می‌کنيم : 


(مع+ ,۲) و(؟ وصه-) 
تابع) در بازهُ (۲ ,0ه-) صعودی است؛ زیرا با فرض 2۲ > ۱ داریم : 
< (2۷ - ۴)2۱ + (2۱ - 2۱)- < (۶)2۱ - (2۱)] 


(۲ - ۱ بت( رات < 


۵ ۵ 


جون 0 > ۰1۱ پس ٩‏ > 1۲ - 2۱ و ه > ۴ - 2۷ ۲ 2۳۱ [ 2۱ و «1۳ 
را کوچکتر از ۲ و از بازهٌ (۲ ,0-) انتخاب کرده‌ايم ]؛ پس 


(2۲) > (2۱)( جد ه > (2۲)/ - (1)2۱ 


تابع در بازهُ (۲ ,00-) صعودی است. به‌همین ترتیب» ابت می‌شود که 
این تابع» در باز؛ٌ (۵0+,۲) نزولی است. 

می‌توان گفت تابع ۳--2+۴2- < و در بازه [۲ ,00-) غیرصعودی 
يا یکنواي نزولی و در بازهُ (00+,۲] غیرنزولی یا یکنوای صعودی است. 
تابع در نقطهٌ (۱ ,۷)۲ به بیشترین مقدار خود (یعنی ۱ < ۷) می‌رسد. 
»همین مناسبت ۷ را نقطهٌ ماکزیمم تابع گویند. 

یادداشت. نقطه‌های صفر تابع عبارت است از ۱ < 7 و ۴ << ۰2 یعنی 
نمودار آن در اين نقطه‌ها محور 22 را قطع می‌کند. نقطه (۱ ,۲)؛ بالاترین 
نقطهٌ نمودار (راس سهمی) است. نمودار از نقطه‌های (۳-,۰) و (۳--,۴) 
می‌گذرد. یکنوایی تابع در بازه‌های (۳ ,00-) و (۵0+-,۲)) به اين معناست 
که نمودار تابم در این بازه‌ها هموار است (شکل ۰)۱ نه شبیه شکل ۰۲ که از 
نقطه‌های اصلی نمودار گذشته است» ولی نمودار تابع نیست. 


۵۶ 


مثال ۵. تابع با ضابطهُ چست < لو را در نظر می‌گيريم: 

۱) دامنه و برد تابع را پیدا کنید ؛ 

۲) جهت تغیر تابع را پیدا کنید؛ 

۳( نمودار تابع را رسم کنید. 

حل. ۱) 7 می‌تواند هر مقدار دلخواه به‌جز ۲ < 5 را اختیار کند. 
مقدارهای قابل‌قبول برای 2 (دامنة تابع) عبارت است از ۲ ع< . اگر در 
| - ۲۸۸ 2 


1 


۱ < ۷ را بپذیرد. برد تابم (مقدارهایی که تابع یعنی 1 اختیار می‌کند) عبارت 
است از ۱ و 1. 
۲ ل را (2)] می‌نامیم. می‌دانيم ۲ ع< ۶. دو حالت در نظر می‌گيريم : 
حالت اول ۲ > 7 دو عدد 7۱ و 27 را طوری انتخاب می‌کنيم که داشته 
باشیم: ۲ > 2:7 > 2. داریم: 


| ات بل !| -- و۳ 


 ۶۱2«( -‏ ,چسد < (۱ع)۶ 


/ 
۲ -- و 


۲ ۲ بل 
ببینپم (2۲) - (2۱) جچه علامتی دارد : 


0۱ -- ۲ وا بو ا - و ۱ ۱ 
(۲ - ۲():۲ - ۱ ) ۲ -- 3۲ ۲ ات ول 1 ۸ 1 ۸ 


چون مقدارهای ۲ - 2۱ و ۲ - 27۲ منفی و حاصل‌ضرب آن‌ها مثبت 
ای 


مه < (۲ - ۲()۵۷ - ت2) 


۱ را کو جک از 2۲ فرض کردیم؛ پس ۰ < 1۱ - ۰27۲ صورت و محرج 
کسری که به‌دست آورده‌ايم مثبت است؛ بنابراین 


(2۷)] < (۱ه) ج< (۲ > 2۷ > ۱ت2) 


۵۷ 


یعنی در حالت ۲ > 1 ؛ اگر به 2 مقداری مثبت اضافه کنیم به مقدار (2) [ 
(یعنی ۷) مقداری منفی اضافه می‌شود؛ به زبان ساده: اگر 2 را بزرگ کنیم 
و ی ادن ۱ ِ» 
( کوچک می‌شود. تبع چت < له بای ۷ > ۵ تب نزوی 
حالت دوم ۲ < 2. در این حالت فرض می‌کنيم ۲ > 17۱ > ۲ سبیه 
حالت بیش به‌دست می‌آید : 
۳-۱ یل 


از - ۲۳۱ 


۱ س 
یعنی در حالت ۲ اه مر تبع چس ع لو نزولی است. 


-_ 
تاپع سس < لا به‌ازای ۲ < 7 نامعین و به‌ازای دیگر مقدارهای * 


۹۳ َ ویس #1 #۱ ۱ 
۳( نمودارتبع در نقطٌ (۱,۰) محور طول و در نقطذ (7 ,ه] سح زر 
عرض را فطم می‌کند. همچنین نمودار تابع از نقطه‌های 


و و ۱ ۱ 1 ۱ ۳ 9 
ی ره ۱ او رات ۳ ,سس ۲ رات ۱ 
۱۰۱ ها ۱ ۳ ۴۳ ۱ 
435 ۱ ۵/ ۱ ۳ 
موق( | سس ت ۹ ]سح ۹ 1 سس 
۱۱ ۱ ۳ ۳ ۵ ۱ 


می‌گذرد. می‌بينيم. هر چه (در حالت ۲ هه ۳( کوحکتر شود مقدار ۷ به 
۱ نزدیی‌تر می‌ شود ) به‌نحوی که ۳-1 تنل تسمت لیا بر وده پا بهسمت ۱ 


می‌رود. به‌همین ترتیب» هرچه ‏ (در حالت ۱ > ) کوچکتر شود. مقدار 
2 به ۲ نزدیک می‌شود. این دو پدیده را این‌طور هم می‌توان نوشت : 


زین س جیار نت جح بل 


۵ ۸ 


این وضع » روی نمودار به‌خوبی دیده می‌شود. 


یادداشت . خط‌های راست ۲ <- « و ۱  -<‏ را مجانب نمودار می‌نامند. 
برای رسم یک نمودار باید مجانب يا مجانب‌های آن را پیدا کرد (اگر وجود 
داشته باشد) و راهنمای رسم قرار داد. 


بر 
۳ 


3۳ + ۱ 


۲( ای تابع در چه فاصله‌هایی صعودی و در چه فاصله‌هایی نژولی 


حل. ۱) روشن است که 7 می‌تواند هر عدد حقیقی را اختیار کند 
۳ جح "ُ, برای این که ببینیج 1 ده مقدارهایی را می‌بذیرد ) برابری فرض 


۵ ٩ 


رانسبت به 17 منظم می‌کنيم؛ به‌در نیت به‌دست می‌آید : 


۱ ج با 
ه < اد 2 - ورن جد و < ند ون ج«- وی 
۱ 4 2۳ 


اگر در اين معادلهٌ درجه دوم (نسبت به 2)) ۷ را پارامتر بگیریم؛ شرط وجود 
ریشه‌های حقیقی (برای 2) جنین است: 


» < (۲ +۱-۲()۱) ج< ه < 2۱-۲ ۸۵ 


برای این که حاصل‌ضرب دور مقدار همست باشل) بایك این دور مقدار هم‌علامت 


باشتد : 
۹۱ 
۲ ی ب سع (۱ 
منت 2 ه < (۲ +۱ 
پا از 
ین 
۱ ۱ ۷ بت ه > ۲ - ۱ 
(ناسازگار) : اوح بِ ۱ (۲ 
>- > ۰ > ۲۵ + ۱ 


۲ ۱ ۱ 
پنابراین» مقدار ۷ از 7-- کوچکتر و از 7 بزرگتر نمی‌تواند باشد. برای برد 
1 
ون تن 
۷ ال 2 
یادداشت. به‌طور ستقیم هم می‌توان برد تابع را پیدا کرد. در حالت 


ه < :2 مقدار کسر از واحد تجاوز نمی‌کند. زیرا 
۱ 4 3 
| سد ‏ چوانت و۲ ۲3 ۲32 
۰ > تست ده >۱- سس ۱> - 
۱ 2 ۱ 2 | + و 


۶9 


0 
که منجر به ری اتحادی ۰ > 1 .- می‌شود. کسر سمت چب 
بز پا 


نایرابری به‌ازای ۱ <- 7 برابر صفر و به‌ازای دیگر مقدارهای حقیقی 7 مفداری 
منفی است. به این ترتیب» برای » < 7 داریم: 


۳ 


۳ ۱ 
پعنی در هر حال > > لا > ج.-. 
۲ ۲ > 2 می‌گیریم و دو حالت را به‌طور جداگانه بررسی می‌کنيم : 


سالت اول. اب ی بق که یا اه اد اکن سب و 
۱ «ل 


(2) بنامیم» داریم : 


۲ 1 
اس و او سس و سل و 1 7 ۱ ۱ ۱ 
/ : 1 مس ساسسسسد رت ل(ع) - 2 
(۱ +2+۱()2) . 2+۱ 2+۱ 
 ۱(‏ ۲ه۱ه)(۱ه )ها ه) ‏ ( شاه 


(۱ + ۱()9۲ لد ) (۱ + ,:۱()2 + 2) 


مخرج کسر همیشه مثبت است. در صورت کسر» #۲ - ۱ مقداری 
منفی است (زیرا 2۷ > 2۱). قدرمطلق‌های 7۱ و 27 از ۱ بزرگترند و 
بنابراین حاصل‌ضرب آن‌ها از ۱ بزرگتر می‌شود (ممکن است قدرمطلق یکی 
از دو مقدار 2۱ يا 27 برابر ۱ باشد. ولی در این صورت هم حاصل‌ضرب 
قدرمطلق‌های آن‌ها از ۱ بزرگتر می‌شود). درضمن 5۱ و 27 هم‌علامت‌اند 


1 


بنابراین 8 ج ۱ 2۱۲ و حاصل کسر منقفی نات به‌این ترتیب برای 
حالت دوم ۱ > 2۲ > 2۱ > ۱- با استدلالی مشابه حالت قبل 

روشن می‌ شود که در این حالت؛ تابع مفروضص صعودی آشتتا: 

۱ و 

نرولی و در بازهُ [۱ ,۱-] صعودی است. 


0 در بازه‌های [۱--,00-) و (۵0+ ,۱ 


اس ی 


یادداشت. تابم تا نقطه اچس,۱-) نزولی و سیس صعودی است. 
نقطه‌ای از نمودار را که در آن‌جا تابع از حالت نزولی به حالت صعودی 
می‌رود» نقطهٌ می‌نیمم نمودار (يا دقیق‌تر می‌نیمم نسبی نمودار) گویند. به‌همین 
ترتیب ؛ ما کزیمم نمودار (دفیق‌تر: ماکزیمم نسبی نمودار) به نقطه‌ای از نمودار 
گویند که در آن از حالت صعودی به حالت نژولی برود. نقطة (؟,۱): 
نقطه ماکزیمم نسبی نمودار است. 

۳ نمودار از مبداء مختصات می‌گذرد و این نقطه مرکز تفارن آن است 
(زیرا با تبدیل 2 به 2- مقدار ۷ هم به - تبدیل می‌شود). تابع در نقطهٌ 
(- ۱-) به پایین‌ترین نقطه خود و در نقطة 3 ۳"( به بالاترین نقطة 
خود می‌رسد. درضمن: هرچه قدرمطلق 2 بزرگتر شود قدرمطلق مقدار ۷ 
کوچکتر می‌شود. به‌نحوی‌که اگر قدرمطلق 2 به‌سمت بی‌نهایت بود؛ مقدار # 


ده سسیستا صفر می زود . 


وش 


جدول تغییر و نمودار تابم را در شکل ۲ داده‌ایم : 


۲ 
۲ 
۵ 


شکل ۴ 


| 4 :۲2 ۱ 
است: مختصات آل را پیدا کند: انا این مرکز نقارن روی منحنی است؟ 
حل. روشن است که مبداء مختصات مرکز تقارن نمودار اين تابع نیست؛ 
زیرا با تبدیل :3 به 7 تابم دیگری به‌دست می‌آید و به - تبدیل نمی‌شود 
(در واقع ؛ تایعی: فرد پنست): از نمودار تابع مرکز تقارنی داشته باشد باید 
با اتقال محورها؛ به‌تحوی که ملاع مختصات دستگاه حدید بر مرکز تفارن 
منطبق شود به معادله‌ای برای نمودار پرسیم که معرف تابعی فرد باشد؛ یعنی 
پا تبدیل 2 به :2 تغییر علامت بدهد. 
مرکز تقارن نمودار را (2/ ۵/۵ می‌گيريم. اگر محورهای مختصات را 
موازی با خود چنان جابه‌جا کنیم که مبداء جدید بر نقطةْ ‏ واقع شود 
به‌معنای آن است: د به به + 7 و ل به 0 + 7 تبدیل شود. در این‌صورت 
معادله جدید نمودار جنین می‌شود: 
۱+ (۵ + )۲ 
گنت - م +ر 
۲- ( + ه) 


۳ 


اگر مخرج را از بین ببریم و هم جمله‌ها را به یک طرف برابری انتفال دهیم؛ 
سرانجام به‌دست می‌آید : 


» < [۱- ,۲۵ - ۲۵ - 0] + ۲(۵ - ) + ن(۲ - ۵) + ۷ 


ببینیم ۵ و 0 را چگونه انتخاب کنیم که عبارت سمت چپ برابری با تبدیل 
وبهج-و ل به (1- تغییر نکند. جمله ثابت ۱ - ,۲۵ - ۲۵ - ۵0 به 2 و 
بستگی ندارد؛ بنابراین با تبدیل 2 به 2- و ل به 1 تغییر نمی‌کند. جمله 
سا تام ید وچ رون پنسوبات آو- 1( ]یت 9 
درمی‌آید و تغییر نمی‌کند. ولی جمله‌های ۲(۷ - م) و ۲(2 - 8) با تبدیل 
2 به 5- و لا به با به قرینة خود تبدیل می‌شوند. بتابراین؛ این جمله‌ها 
باید وجود داشته باشند و این وقتی ممکن است که ضریب‌های آن‌ها برابر 
صفر شود: 


( ۷ ده 0 ,۰ < ۵) ج< (ه < ۲ - 6 «ه 7 ۲ -- ) 


نقطهُ (۲ ,۲)ه مرکز تقارن منحنی است. 


۶۵ عمل با تابع‌ها 

1 عمل‌های ساده ) بععی ید ۷ تفریق ) ضصرت و نفسیم دو تابع نبازی 
به توضیح ندارد. تنها باید به دو نکته توجه داشت : 
می‌آید؛ اشترا ک در بابع است ۴ درباره لقسیم دز تأپع تر یکدیگر ؛ به‌حجرز 
م‌حاسبه اشترا کی دوتابع » باید نقطه‌های صثر بخشیاب را هم حذف کرد: 

مثال ۰۸ اگر :۷/2 < (2) و 2-۱ < (2)و آنگاه (9)2+(2)( 
()و - (عال (ماو(ه)» ُط و دمنه هریک را پداکند 


۶۴ 


حل. در آغاز یادآوری کنیم که عمل‌های چهارگانه روی تاب‌ها را به‌اين 


و 


دامنه ] : » < 7 ؛ دامنه و : ۲ ع 7 


بنابراین 


یادداشت. توجه کنید» وقتی ۷/2 < (۰)2 آذوقت 


ولی باتوجه به آنچه گفتیم» دامنة تابع (7۳)2 همان » < 2 است. 

۲ تابع مرکب یا تابع تابع.بارها درجلدهای پیشین «ریاضیات محاسبه‌ای» و 
در تمرین‌های آغازین همین کتاب. با تابع‌های مرکبی مثل ((:2)/)/ سروکار 
داشته‌ايم» ولی ترکیب را می‌تران روی دو تابع مختلف انجام داد. به این مثال‌ها 
توجه کنید. 

مخال ۰۸ فرض کنید 2 1086 < (2)/ و ۱ - 2 < (9)2. می‌خواهیم 
((9)2) و ((9)])2 را محاسبه و دامن هریک را پیدا کنیم. 


۶۵ 


دامنه () عبارت است از ه <ر 27 (لگاریتم برای عددهای منقی و عدد 
صفر معنی ندارد) : 
8 رن درا 
بنابراین وقتی ((9)2)] را محاسبه می‌کنيم؛ چون (9)2 جانشین ‏ در (2)ز 
می‌ شود ) باید داشته ب شیم : 
| <.2 : وورلا :۱ < 2 جد ه < 2-۱ < (9)2 


برای (۰0)2 مقدار 2 می‌تواند هر عدد حقیقی باشد. بنابراین در ((0)/)2 
شرط ظ ع (7 2 همان شرط » < 7 است و داریم: 


8 از رب رل 


همان‌طور که می‌بینید ((7)0)2 را به‌صورت 109 و ((9))2 را به‌صورت 
[90 هم می‌توان نوشت. 
مثال .٩‏ با شرط ۱ - ۱/2 < ()/ و ۱+ 2- < (012» 09 و 


[00 را محاسپه کنید. 


حل. داریم : 
او ۱ - (۱ +4 ۰/۵۲ < (۱ + 2-)] < 109 


نظر می‌رسد که وه برای ۰ ۰ 2 قابل قبول است» ولی ۰ - ه جزء 
خافنه (2 ال تیستتا. )۳۹ برای ۲ خم ۶ سظتا-دارد. به‌این ترئیب 00 برای 


۶۶ 


هیچ مقدار حقیقی 5 قابل بذیرش نیست : 00 معنا ندارد. ولی 
لوحت 1۱4۱ << +۱۳ یو )تحت ۱۱ 2 )0 << 00 


آیا ]00 برای هر مقدار حقیقی 7 قابل قبول است؟ آیا 1 > ومر(1؟ وقتی 
(2) 9 مقدار 2 می‌تواند هر عدد حقیقی باشد. بنابراین 


نیما 


۳ 
له 


مثال ۱۰ . ۳ 
۷ 


(بدارن صصو ع ()0: دايتة ۵9 زر 
بیدا کنید. 


حل. داریم : 


صلو | هه زو 2 210 ) [ < ۵0[ 
۱ 


< |7۲ + -( 


1 +1 - رز 


تمرین‌ها 

۲ خط‌های راست ۱) » < ۵ ۲0/4 - 2 2/۲ ۲۶ ۱۲۸741 - و۵ 

۳) ۰ < ۳۰ 4 ۴۷ حس ۳۵ ۴) ه < ۱۷ - ( + 5 نسبت به دايره 
۶ << "را + 2۲ چگونه قرار گرفته‌اند؟ 

۳ مطلوبت است معادله 

۱) مماس بر داپرهُ ۵ < ۷۲ + 2 در نقطه (۲-,۱)؛ 

۲) وتر مشترک دایره به معادلهٌ ه < ۳۰ + ,۱۰1 - ۱۰ - ره + 
و یره بهممادلة ۱ را و 


۶۷ 


۳) خط راستی که از مرکز دایرٌ » -< ۱۵ + ۱۲۸ + ۴۵ + ارو + نو 
موازی خط راست ۰  <‏ + 2 رسم شده است؛ 

۴ خط راستی که از مرکزهای دو دایرة » < ۴ - ۲2-۴۷ - ۲+1 
و ۰ < ۲-۶۷-۱۵ + + "و می‌گذرد؛ 

۵) خط راستی که از راس‌های سهمی‌های  < -۳2۲ + ۱۲۵ - ٩‏ 
و ۱+ 27 < ل می‌گذرد. 

۳ معادله‌های قطرهای یک مربع» به‌صورت ۰ < ۲ + ۵ - ۴2 و 
ه < ۲۷ - ۴۷ + ۵2 و مختصات یک راس آن (۱,۸-)۸ است. معادلة 
هریک از ضلم‌های مربع را پیدا کنید. 

۵ معادلة دو ضلع از یک متوازی‌الاضلاع به‌صورت 


۵ جح ۲ بت رات ۲ رو د ۴۱ لد ۷۵ ۲و۳ 
و مختصات نقطه |۱۴( ) ۸۸ نقط برخوره قطرهای آن داده شده است. 
معادلهٌ دو ضلم دیگر منوازی‌الاضلاع را پیدا کنید. 

۶ مثلنی در سهمی ۱۵ + ۶۰ + 2۲  <‏ محاط شده است. اگر 
یک راس مثلث بر راس سهمی منطبق و قاعده‌اش روی خط راست ۱۰ < # 
باشد» مساحت مثلث را بیدا کنید. 

۷ یک سهمی از نقطه‌های (۲ ,۱-)۸ و (8)۲,۵ می‌گذرد و نسبت 
به محور 0۷ متقارن است. معادلهة سهمی را بنویسید و مساحت مثلثی را 
پیدا کنید که یک راس آن بر راس سهمی منطبق و دو راس دیگرش نقطه‌های 
برخورد خط راست ‏ < ۷ + 7 - 2 با سهمی باشد. 

۸ به‌شرط ۱۱ + ۵2 - ۲۲ < (ت۰/)2 مطلوب است (۶)۰ 
(3) ۶ )۶ ر 2+۳ 


۶۸ 


نرای هزیک از اين تابع‌ها؛ دامنه و برد را معین کنید: 


یتسه و (۲ اوقت توا رو (۱ 
0 وود آ یو ۱ 

2 - ۷2۲ < ن (۲ 

<< 1 (۵ ۰ لد آووب / - زا (۴ 

خلت - و (۷ ۰ - ۵ + ۱/2 << 1 (۶ 

:2 گومی + 2 آوزه < رو ٩(‏ سمش ۱ (۸ 


4۱ 6092 ۱/۳ 4 2 وژو > رز (۱۰ 


۰ این دستگاه‌ها را به‌یاری نمودار حل کنید : 


:2 - لا 
» ۱ - ان + ۷ ۱ 
۱ 


٩‏ ای تامعادله‌فا:ر! بفیاری لموفان حل کنید؛ 


۱( |» -۲> ۳: ۲ ۳۵+۹ < ۱-۱ ۳( | + ۲ > ۱-2 


ه > (۲ - | - ۳ + »| (۴ 


۱ ۲ (۰ ای | ۲ 4 ۱ ۱ 
۶ سب و( ۲ متس اهعمه ۱ ٩‏ 
۳ دام تابع‌هایی را بیدا کنید که ضابطه آن‌ها داده شده است : 


۷۰ - ]2 + ۱۲ 4 نت ۲ د 1/۱ س (۱ 


۶۹ 


ز(۱ - )و10 +۱ - سس 
نآ 


۳۹۳ 
سس +۶ - |1/(2 > ۷ (۳ 


۴ دامنه و برد را بیدا کنید : 


۱ ۱ ۳ 1 
2 605 ۵ + 2 19و ۵ ع- ‏ (۲ ۱62-۲ 77 (۱ 
۳۳۳ ۱ اد و ان 
| سل وا ۳ 


< ۳۶(9 ۱ + :| +۱۱ - | ع و (۵ 


۴ "و 


۵ اگر (2)/ یک چندجمله‌ای باشد» (2)/ را بیدا کنید : 


۷۶ - ۴۵ < ((2)/)/ (۱ 
۶ + هه - مه + ۲۵۳ - که (ه) )۶ (۱ 


+ ۳۶. تابع (2)/ برای 16 > 2 در شرط 


صدق می‌کند. ثابت کنید (2)/ تابعی متناوب است با کوچکترین دورة تناوب 
برابر 0 
۷ برای ۱ 7 » و » < ۵ ثابت کنید. تابع با ضابطة 


])2( 2۱0۵, + ۱۷/۵۲ ٩+۱( 


۷ 


+ ۴۸. در تعداد نقطه‌های برخورد نمودارهای دو تابع 


4 0 0 


بحث کنید و در حالتی که نمودارها دو نقطه برخورد دارند مکان نقطه وسط 


۷ 


۲ حد و پیوستگی 


بیش از برداختن به این فصل تمرین شمارهٌ ۱۶ از همین کتاب را با 
دقت بیشتری حل کنید. در آغاز این فصل» یک بحث تاریخی دربار؛ آموزش 
حد در کتاب‌های دبیرستانی آورده‌ايم که گرچه آن را با نشان (*) مشخص 
کرده‌ايم و به‌معنای آن است که می‌توان در برخورد اول از آن گذشت؛ ولی 
به‌دلیل وجود نکته‌های آموزنده‌ای که در آن است؛ سفارش می‌کنيم» از خواندن 

به‌جز این در بندهای بعدی ابتدا از دنباله و حد و سپس از مفهوم حد 
به‌طور اساسی صحبت کرده‌ايم. این بندها هم با نشانٌ (*) مشخص شدهاند؛ 
یعنی خواننده‌ای که تنها برنامه درسی را دنبال می‌کند» می‌تواند از آن‌ها بگذرد 
و به بندهای بعد از آن‌ها بپردازد. ولی باز هم به خوانندهٌ علاقه‌مند سفارش 
مي‌کنيم از دقت در این بندها صرف‌نظر نکند» جراکه می‌تواند به‌یاری آن‌ها 
به مفهرم وافعی حد پی ببرد و دشواری‌های دهنی خود را در این باره برطرف 
کند. مفهوم حد و به‌دنبال آن مفهوم پیوستگی اساسی‌ترین بخش‌های آنالیز 
ریاضی را تشکیل می‌دهند و آشنایی دقیق با آن‌ها؛ برای هر دوستدار ریاضیات 
ضروری است. 

این بخش‌ها را به این مناسبت در این‌جا آورده‌ايم که» خوانندگان کتاب‌های 
اریاضیات محاسبه‌ای» به‌ویذه دانش‌آموزان رشتة ریاضی-فیزیک دست‌کم یک 


وش 


بار با مفهوم دقیق حد آشنا شوند. باوجود اين؛ در بخش‌های بعدی (که نشانة 
+ را ندارند) همه این موضوع‌ها به‌صورت شهودی داده شده‌است که برای 
دانش‌آموزانی که تنها به امتحان خود چشم دوخته‌اند» کافی است. (از ۵ به 
بعد). 


#۷ 1 آموزش مفهر م حد در دبیرستان 

از زمانی که محاسبه محیط و مساحت دایره. حجم جسم‌های دوار و 
مفهرم عددهای کنگ وارد برنامهٌ ریاضی دبیرستان شد» به‌تاجار به‌همراه آن 
داوری دربارهة بی‌نهایت کوچک‌ها و روندهای بی‌پایانی که تا بی‌نهایت ادامه 
دارد؛ مطرح شد. درضمن در همین دوره روشن شد که درک مفهوم‌های 
دقیق دانش و استدلالی کردن آن‌ها. جز بر بای آنالیژ ریاضی ممکن نیست. 
به‌همین مناسبت مفهوم حد و روش‌های حدی که تاریخچچه‌ای دراز دارد و 
برای درک دقیق مفهوم‌های مربوط به آن؛ دشواری‌هایی پدید می‌آید» خود را 
وارد کتاب‌های درسی کرد. 

ولی از دیرباز؛ به‌ویژه در رابطه با محاسبةٌ نسبت محیط دایره بر قطر آن 
(یعنی محاسبهٌ عدد 7) و محاسبةٌ سطح و حجم جسم‌های دوار؛ از مفهوم 
حد» بدون این‌که نامی از ان برده شود و بدون این‌که فضیه‌های وابسته به 
آن. ثابت شود استفاده می‌شده است. ارشمیدس که در سدهٌ سوم پیش از 
میلاد می‌زیست؛ به‌جای محیط دایره» محیط چندضلعی‌های منتظم محاط 


1 ۱ ات 
در دایره و محیط بر آن را در نظر گرفت و عدد 7 را به‌تقریب برابر ۳ 


به‌دست آورد. جمشید کاشانی هم در کتاب «رسالهة‌المحیطیةٌ؛ خود همین راه 
را دنبال می‌کند. او ۲۴ < ۳ ضلعی‌های منتظم محاطی و محیطی را در نظر 
می‌گیرد و می‌گوید» ۲ را باید چنان گرفت که اگر شعاع دایره‌ای ۶۰۰۰۰ 
برابر شعاع کره زمین باشد اختلاف بین محیط‌های چندضلعی‌های محاطی 
و محیطی» از قطر موی اسب کمتر شود. کاشانی برای این منظور 7 را برابر 


۲۸ من گرد و دراین صورت تعداد ضلم‌های جندضلعی‌های محاطی ژِ محیطی 


وش 


برابر ۸ ۸ ۸۰ می‌ شود ژ‌ عل‌د 7۲ و تا ۱۷ رفم بعب از همیر محاسبه 

کاشانی» محیط دایره را برابر با ميانگین حسابی محیط‌های چندضلعی‌های 
محاطی 3 محیطی بهحساب می‌آورد ۵ سس » با نقسیم سر قطر دایره) هل ۵ 
7۲ را محاسبه می‌کند. روش کاشانی را برای ه ۵ ۱ ۶ هه ۲ ت زا 
دنبال نیم . 

برای » < ۲ با مثلث‌های متساوی‌الاضلاع درونی و بیرونی سروکار 
داریم. اگر شعاع دایره را برابر واحد فرض کنیم؛ طول ضلع مثلث 
متساوی‌الاضلاع محاط در آن برابر ۷/۳ يا به‌تفریب ۱/۷۳۲ و ضلم مثلث 
متساوی‌الاضلاع محیط بر دایره برابر ۲۱/۳ و يا به‌تقریب ۳/۴۶۴ می‌شود. 
ار محیط دایره را میانگین حسابی محط‌های دو مخلي بگیریم: 


۱ از[ دز ۲ ۱ ۱/۷۲ ۷ ۳ 


(۲ 
۷ / 


تم محیط دایره 
که اگر به‌قطر دایره؛ یعنی ۲ سیم کنیم به عدد ۸٩۷‏ برای عدد 7۲ 
می‌رسیم که از حقیقت دور است. 

بزای 2۱ ع یی #لمی‌های متنظخ محاطی: و محیطی»" مبحط 
ضلعی محاطی پرابر ۶ و محیط شش‌ضلعی محیطی برابر ۶۸۹۲۸ و محیط 
دایره به‌تقریب برابر ۳۶۴ ۶۸ به‌دست می‌آید که با تقسیم بر ۲ (قطر دایره) 
مقدار تقریبی 7 پرابر ۲۳۲ ۲۸ می‌شود که گرچه نسبت به مقدار قبلی دقیق‌تر 
است» هنوز با 7 فاصله دارد. 

برای ۲ << یعنی ۱۲۳ضلعی‌های منتظم محاطی و محیطی میانگین 
محیط‌های دو چندضلعی برابر ۳۷۰۴ ۶۸ و برای ۰7 عدد ۱۸۵۲ ۲۸ به‌دست 
می‌آید. می‌بینید هرچه 7 را بزرگتر کنیم؛ به مقدار عدد 7 نزدیک‌تر می‌شویم. 
ارشمیدس از این هم جلوتر می‌رود و مساحت قطعه سهمی را با همین روش 
حدی محاسبه می‌کند. ارشمیدس» این محاسبه را در رسالهٌ خود به نام «به 
مربم در آاوردن سهمی) انجام داده است. 


۷ 


روش ارشمیدس را می‌توان به‌صورت کوتاه» این‌طور بیان کرد : فرض کنید 
بخواهيم مساحت قطعه سهمی ۸۸۷1۶ را پیدا کنیم؛ یعنی مساحت شکلی که 
بین منحنی سهمی و وتر ۸17 واقم است (شکل را ببینید) مماسی بر سهمی 
رسم می‌کنيم که موازی وتر سهمی باشد و» سپس. از نقطهٌ تماس ب) په ۸ 
و 7 وصل می‌کنيم تا مثلث ۸0/۳ به‌دست اید. در قطعه سهمی‌های تازه 
07 و ۰۳ همان کاری را دنبال می‌کنيم که در قطعه سهمی ۲ ۸:۷ 
انجام دادیم. مجموع متاح‌ها لف‌های: کار رات تن 1 و ط ان از 
تفاس اققاساه سوسن گت السقدری بیان نله ستقییبناقی موخاقق ات ناب 
مساحت آن‌ها به مساحت سه مثلث‌ها اضافه شود. در این جهار قطعه سهمی 
هم؛ همان عمل فبلی را انجام می‌دهیم و چهار مثلث جدید به‌دست می‌آوریم. 
اگر این روند را ادامه دهیم به‌تدریج مجموع مساحت‌های مثلث‌های حاصل؛ 
به مساحت قطعه سهمی نزدیک می‌شود و؛ در حد. مساحت قطعه سهمی 
را به ما می‌دهد. ارشمیدس ثابت می‌کند» مساحت مثلث ۸0/۶ چهار 
برابر مجموع مساحت‌های دو فلت ).و لاطب) است و همین‌طور 
دربارهُ مثلث‌های بعدی. به‌این ترتیب» ارشمیدس برای مساحت قطعه سهمی؛ 
بهدست می‌آورد: و بر . تلد #۳ 5 - د ون که« ون آني 


۳ 0 
ینف ار را اه 


۷۵ 


همه این کارها بسیار جالب است؛ ولی از دو جهت دارای کمود هستند: 
۱) چه پیش می‌آید که با در نظر گرفتن بی‌نهایت جمله؛ به‌نتیجه می‌رسیم؟ 
در این‌جا کدام خصلت فلسفی و منطقی وجود دارد؟ ۳) در استدلال‌ها دقت 
منطقی لازم به‌کار نرفته است و در بخشی از کار به معرفت شهودی متوسل 
شده‌اند. به‌زبان روشن‌تر فانون‌های حاکم بر این گونه عمل‌ها تنظم نشده بود. 
برطرف کردن این کمبودها؛ که بیشتر دارای جنبهُ فلسفی بود نیاز به دگرگونی 
در انديشة اجتماعی و فلسفی در محیط‌های روشنفکری داشت و این زمینه 
را انقلاب کبیر فرانسه فراهم کرد. از یک طرف به دقتِ در کار اهمیت داده 
شد. به‌نحوی که از هیچ مقوله‌ای بدون استدلال و اثبات کامل نگذرند و از 
طرف دیگر دیدگاه نسبت به تغیبرهای کمیتی و مکانیکی عوض شد و خود 
انقلاب آمورخت که هر تغییر کمیتی» در مرحله‌ای از حرکت خود منجر به 
تغییر کیفی می‌شود و نتیجه‌ای به‌بار می‌آورد که شبیه گذشنه خود نیست. 
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هنوز بسیاری از پژوهشگران و ازجمله. بسیاری از نویسندگان تاریخ 
ریاضیات؛ بر این عفیده‌اند که» انديشة مربوط به نظریهٌ حد. از آغاز سد؛ 
نوزدهم میلادی در کتاب‌های درسی دبیرستان وارد شده است. ولی در واقع 

درست است که نماد «111۳0» یا «حد» در سال ۰۱۸۵۳ یعنی در نیمه سده 
نوزدهم و به‌وسیلة «ویلیام هامیلتون» ریاضی‌دان و فیزیک‌دان ایرلندی وارد در 
ریاضیات و به‌تدریج معمول شد. ولی خود مفهوم حد. از خیلی پیش از آن 
در کتاب‌های درسی دبیرستانی مورد استفاده قرار می‌گرفت. 

در واقع ژان دالامبر (۸۱6۳006۲ (1) فیلسوف و ریاضی‌دان فرانسوی 
(۱۷۸۳-۱۷۱۷ میلادی)» نظریهة حد را که خود در تکامل آن نقش داشت 
در کتاب. فرهنگ بزرگ خود (دربارٌ دانش و هنر و پیشه) که در فاصلهٌ 


۷۶ 


سال‌های ۱۷۵۱ تا ۱۷۷۱ میلادی در پاریس چاپ شد. تعریف کرد. تعریف 
دالامبر از مفهوم حد چنین است: 

اکمیتی را حد کمیت دیگر گویيم وقتی که کمیت دوم بتواند به کمیت 
اول چنان نزدیک شود که فاصله‌اش از آن» از هر مقدار مفروضی» هرقدر 
کوچک و ناچیز» کمتر باشد. درضمن؛ کمیت نزدیک‌شونده به‌هیج‌وجه نباید 
از کمیتی که به آن نزدیک می‌شود تجاوز کند. بنابراین» اختلاف بین این 
کمیت و کمیت حدی آن» مقداری نامعین است». 

و روشن است که این تعریف؛ مربوط به کمیت‌های صعودی و یکنوا 
است: 

نوشتة دالامبر» از همان زمان انتشار» در کتاب‌های درسی ریاضیات 
دبیرستانی نفوذ کرد. یکی از این کتاب‌ها» کتاب درسی سیمون لیوویل» برای 
دییرستان است. 

در تاریخ ریاضیات. نام سیمون لیوویل (1:1116۴] رآ .5؛ ۱۸۴۰-۱۷۵۰ 
میلادی) ریاضی‌دان سویسی» به‌خاطر نتیجه‌گیری‌های دقیق علمی خود؛ 
شهرت دارد. بین کارهای او می‌توان از بایه‌گذاری آنالیز ریاضی بر اساس 
مفهوم حد نام برد. نوشته لیوویل باعنوان «طرح مقدماتی محاسبهٌ عالی» که در 
سال ۱۷۸۶ در برلن چاپ شد. در مسابقه‌ای که از طرف فرهنگستان علوم 
برلن ترتیب داده شده بود» بهترین شناخته شد. در آن زمان لاگرانة ریاضی‌دان 
فرانسوی (۱۸۱۳-۱۷۳۶) رئیس فرهنگستان علوم برلن بود. فعالیت علمی 
لیوویل و هم کتاب‌های او با سفارش‌های آموزشی همراه است. 

در سال ۰۱۷۷۳ در لهستان «ادارهٌ آموزش) بنیان گذاشته شد. هدف و 
برنامة این اداره» فعال کردن آموزش در دبیرستان‌ها بود. در این اداره» بخش 
کتاب‌خانه ایجاد شد که وظیفه‌اش چاپ کتاب‌های درسی به‌زبان مادری بود. 
درضمن » مسابقه‌ای برای تنظیم کتاب‌های درسی دبیرستانی ترتیب داده شد. 
+ .. و سیمون لیوویل برندهٌ کتاب‌های درسی ریاضیات دبیرستانی شد. کتاب 


وش 


او» «مقدمات حساب و هندسه برای دبیرستان‌ها»؛ در ورشو و در سال ۱۷۷۸ 
چاپ شد. خود لیوویل به لهستان دعوت شبد و در آن‌جا به‌عنوان کتاب‌دار 
و مربی پسر شاهزاده چرتوریسکی (که عضو کمیسیون آموزش بود) مشغول 
بهبکار شد.. خیلی زوف ترجمة لهستانی کتاب لیوویل: هم متشی شبد. ترجهم؟ 
کتاب را آندره هاورونسکی یکی از فعالان تهیهٌ اصطلاح‌های ریاضی در زبان 
لهستانی به‌عهده گرفت. کتاب درسی حساب در سال ۱۷۷۸ چاپ شد. بعد 
از دو سال: جلدهای اول و دوم کتاب درسی هندسه و در سال ۱۷۸۲ کتاب 
درسی جبر چاب شد. کتاب حساب ۱۳ بار» هندسه‌ها ۳ پار و جبر ۲ بار 
تجدید جاپ شدند. 

در این‌جا؛ کتاب‌های جبر و هندسه لیوویل را» از دیدگاه روش استفاده 
از نظریةٌ حد بررسی می‌کنيم. کتاب هندسهٌ او تفاوت‌هایی جدی با دستگاه 
اقلیدسی دارد. بررسی شکل‌های متشابه» قبل از نسبت‌ها و مثلثات» فبل از 
لگاریتم آمده است. در جلد دوم از توان سوم و ریشه سوم عددها صحصت 
شده است. مولف؛ توجه زیادی به حل مساله‌های عملی کرده است. در فصل 
۱ جلد ارل» مقدمات ازمی‌سنجی) آمده است. در فصل ۰۱۳ از کارپرد 
مثلثات در محاسبه‌های مختلف مربوط به زمین گفت‌وگو کرده است. 

در کتاب لیوویل؛ هرجا که توانسته است» از مفهوم حد استفاده شده 
است. از اين دیدگاه» فصل ۱۳ بسیار جالب است. عنوان این فصل چنین 
اینتا : (به مرب درآوردن دایره یا بیدا کردن مساحت دایره». لبوویل در آغاز 
می‌گوید : هرجه تعداد ضلع‌های چندضلعی‌های منتظم بیشتر باشد» به دایره 
شبیه‌تر می‌شوند و نسبت محیط‌های آن‌ها؛ به نسبت شعاع دایره‌های محاطی 
و محیطی نزدیک‌تر می‌شود. این قضیه وقتی درست است که به‌قول لیوویل» 
«تعداد ضلع‌های چندضلعی‌های منتظم آن‌قدر زیاد باشد که تشخیص آن‌ها 
از دبیه سمکن ناشد. در چنین وضمی؛ بین شعاغ‌های دیرهای محاطی 
و محیطی؛ نمی‌توان تفاوتی قایل شد و در وافع» یک شعاع دارندا. این 


۷۸ 


استدلال برخی هندسه‌دان‌ها را قانم کرد که» اگر اثبات و استدلالی برای 
چندضلعی منتظم درست باشد. برای دایره هم درست است؛ به‌شرطی که دایره 
را همچون چندضلعی منتظمی در نظر بگیرند که» «در آن؛ تعداد ضلع‌ها 
از هر عددی بزرگ‌تر باشده. به‌عقيدهٌ لیوویل» چنین استدلال‌هایی؛ نمی‌تواند 
برای دانش‌آموزان قان‌کننده باشد. «آن‌ها توجه می‌کنند و باید توجه کنند که 
در این‌جا؛ یک پرسش وجود دارد؛ زیرا اگر با دفت ارزیابی کنیم؛ منحنی 
را نمی‌توان همچون مجموعه‌ای از تعداد بسیاری باره‌خط‌های راستِ بسیار 
کوچک دانست که با هم زاویه می‌سازند». باید مساله را دقیق‌تر مطرح کرد. و 
این ممکن نیست؛ مگر به‌یاری مفهوم حد. آن‌چه مربوط به اپرسش»؛ ضمن 
عبور از چندضلعی به دایره» می‌شود؛ ما را وامی‌دارد تا به تصور عمیق‌تری 
که لبوویل دربارةُ «عبور» داشته است پی ببریم. در وافم» در این‌جا با تغییری 
کیفی سروکار داریم که بعد از یک جریان مداوم تغییرهای کمّی پدید آمده 
است. باید توجه داشت که بسیاری از مولفان کتاب‌های درسی هندسه از این 
مفهوم عمیق لیوویل (یعنی تغییر کیفی» در نتیجه یک رشته تغییرهای کقی) 
استفاده نی ده‌اند. 

لیوویل؛ طرح خود را با یک پیش قضیه آغاز می‌کند : «هميشه می‌توان؛ 
ولو در ذهن» یک کمیت را به چنان بخش‌های برابر تقسیم کرد که» هرکدام از 
آن‌ها به‌تنهایی» از هر کمیت شناخته‌شده‌ای؛ کوچک‌تر باشده. لیوویل» این 
کمیت را کمیت مفروض می‌نامد. فرض کنید بخواهیم کمیت ۸ را چنان 
به بخش‌های برابر تقسیم کنیم که» هرکدام از آن‌ها از کمیت مفروض 6 
کوچک‌تر باشد. عددی پیدا می‌کنیم» که از ضرب آن در ۰ عددی بزرگتر از 
۸ به‌دست آیذ. فرض کنید» این عدد ۷ باشد بعنی ۸4 < 7#۵. اگر دو 
طرف این نابرابری را بر 71 تقسیم کنیم» به‌دست می‌آید: ۵ > گِ. همال که 
می‌خواستیم. 

برای مثال» فرض کنید کمیتی را به دو بخش برابر تقسیم کنیم؛ هر بخش 
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را دوباره به دو بخش و غیره؛؟ و از اين راه به بخشی برسیم که از هر مقدار 
مفروضی که در نظر گرفته‌ایم» کمتر باشد. مولف» معلم را راهنمایی می‌کند 
که توجه دانش‌آموز را به این مقدار مفروض (که آن را کمیت نشان شده 
می‌نامد) جلب کند. این یادآوری مولف برای ما اهمیت دارد» زیرا به درک 
امروزی ما از منهوم حد (که نقش مقدار مفروض را به 6 می‌دهیم) بسیار 
نزدیک است. 

سپس مولف» این قضیه را تنظیم و اثبات می‌کند: «می‌توان دو چندضلعی 
منتظم متشابه؛ یکی را بر دایره محبط و دیگری را در دایره محاط کرد» به‌نحوی 
که اختلاف محیط‌های آن‌ها؛ از هر عددی که از قبل نشان شده است؛ کمتر 
باشد. مثلاً می‌توان چندضلعی‌های منتظم محیطی و محاطی را طوری انتخاب 
کرد که اختلاف محیط‌های آن‌هاء از س- محیط هریک از چندضلمی‌ضٌا کمتر 


باشد». و آن را به اين ترتیب ثابت می‌کند : 


فرض کنید» شعاع دایره را به ۱۰ بخش برابر تقسیم کنیم و ۸17 یکی از 
این بخش‌ها باشد. از نقطهُ 3 عمودی بر شعاع رسم می‌کنيم تا محیط دایره 
را در ( و 4 قطع کند. سپس محیط دایره را به ۲) ۴ ۰۸ ۱۶ ... بخش 
ابر تقسیم میکنيم تا جایی که هر بخش,» از کمان 040 کوچکتر شود. 
فرض کنید» کمان 7۸6 یکی از اين بخش‌ها باشد و فرض کنید ۸-۸6 17. 
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باره خط راست 772 را رسم مي‌کنيم که البته» بر ۸01 عمود می‌شود. 1 ) و 
9۷ را ادامه می‌دهیم تا مماس بر دایره در نقطهٌ ۸ را در نقطه‌های ۶ و [ 
فطم کند. در این صورت ع و ]۳ عبارتند از ضلع‌های چندضلعی‌های 
منتظم متشابه که اولی در دایره محاط و دومی بر دایره محیط است. محیط 
این چندضلعی‌ها را 7 و ۶ می‌نامیم؛ در این صورت 


| |۱4 قرط اسان 


0 
0 ا ‏ ۱۸0 ظ 
و |۸6| < [۱0/6 - |40 ]. ولی 


۱ ۱ 
|۸6 > ۱۸| < 0 


بنابراین ۳ 
۱ ا. . . 2 س 
0 
و۱ فت ۳ ۳ ت 


به‌همین ترتیب ابت می‌شود : سِ کک زز تن 

مولف در یادداشت خود می‌گوید : مثال عددی را به این دلیل آوردم که 
دانش‌آموزان مطلب را بهتر درک کنند. ولی این مثال نمی‌تواند اثباتی کلی و 
دقیق به‌حساب آید» زیرا استدلال نباید به عدد نشان شده (در این مثال» عدد 
س) بستگی داشته باشد؛ سپس دو نتبجه؛ از اين قضیه بهدست می‌آورد: 

۱ می‌توان دو چندضلعی منتظم متشابه یکی محاط در دایره و دیگری 
محیط بر دایره چنان رسم کرد که اختلاف محیط دایره با محیط هریک از 
آن‌ها» از هر عدد نشان شده قبلی کوجچکتر باشد. / را محیط دایره بگیرید و 
فرض کنید : 


۱ 
۰ - ۲ > | _- ] تلم 


۸ 


پعنی مسب > ] - ط. ونر < ار پنن اد »و - ط 

۲ فرض کنیم» محیط دایره را به‌صورت یک باره‌خط راست نشان داده 
باشیم. می‌توان در دایره یک چندضلعی منتظم محاط و چندضلعی متشابه آن 
را پر دایره محیط کرد به‌نجوی که اختلاف محیط دایره با محیط هریک از 
چندضلعی‌ها» از طول پاره‌خط راستی که به‌اندازهٌ کافی کوچک باشد کمتر 


تس 


سم ۵ , 
۵ را پارمخطی راست با طولی به‌دلخواه کوچک» می‌گيريم» | - |۸7 
فرض کنید: 


۸۲ / 

ا ان ۸۱| < ,۱۰۵ 

اگر دو چندضلعی منتظم متشابه یکی محاط در دایره و دیگری محیط بر دایره 
۱ : 1 1 ۱ اد » 

رسم تنم . به‌نحوی که داشته پاشیم : 21۳ > م - سل انوقت خواهیم 

۱ ۱ ۱ 

داشت: وس > 3-1 و به‌طور مسلم اس < |۱۸ > ]| - ر. 


ولی سم < بم» بابراین :۵ > 1 - ط. 

وقتی تعداد ضلع‌های چندضلعی‌های منتظم را» ۲پرابر» ۴برابر» .. 
کنیم؛ محیط چندضلعی محیطی کوچکتر و محیط چندضلعی محاطی بزرگتر 
می‌شود؛ ولی محیط دایره مقداری ابت است. بنابراین اختلاف محیط دایره با 
محط هریک از چندضلعی‌ها را می‌توان از هر عدد ۰۵ که از قبل و به‌اندازه 
کافی کوچک انتخاب شده است؛ کوچکتر گرفت. به اين ترتیب» محیط دایره؛ 
پرابر است با حد محیط‌های چندضلعی‌های محاطی و محیطی, به‌شرطی که 
تعداد ضلم‌های آن‌ها) پشت‌سرهم دوبرابر شود. 

بعد مولف قضیه دوم را ثابت می‌کند: نسبت محیط‌های دو دایره» مثل 
نسبت شعاع‌های آن‌هاست. و از آن‌دو نتیجه می‌گیرد : 


ملد 


۱ نسبت محیط دایره به شعاع آن» مقدار ثابتی است که به‌اندازٌ محیط 
دایره نشگی ندارد, 

۲ نسبت مساحت‌های دو مثلث راست گوشه‌ای که ارتفاع آن‌ها برابر 
شعاع دو دایره و فاعده‌های آن‌ها؛ باره‌خط‌های راستی با طول محیط‌های دو 
دایره باشد ) برابر است با تست مجلورهای دو شعاع. 
طول شعاع دایره و قاعدهُ آن» طولی برابر محیط دایره داشته باشد. 

اگر مساحت دایره ؛ برابر مساحت این مثلث نباشد باید از آن ۳-۳ با از 
آن کوچکتر شود؛ یعنی مساحت دایره برابر با مساحت مثلئی می‌شود که ارتفاع 
آن طولی برابر با شعاع دایره و قاعده‌اش طولی ۳-9 یا کر جکتر از محصط 
داپره داشته باشد. فرض کنید؛ طول محیط دایره برایر () و با طول باره خط 
راستی باشد بزرگتر یا کوچکتر از محیط دایره. فرض کنید» 0 کوچکتر از 
رل باشد. چندضلعی منتظم محیطی را در نظر می‌گيريم که اختلاف محیط آن 
با محیط دایره) کوچکتر از اختلاف محط دایره از ,1 باشل : 

() .را > ()- ۲ 


کوچکتر از مساحت دایره‌ای است که در آن محاط شده است. و اين» ممکن 


اگر محیط دايره بزرگتر از طول پاره‌خط راست نا باشد» در دایره 

چندضلعی منتظمی محاط می‌کنيم که اختلاف محیط آن با محیط دایره؛ 
کمتر از اختلاف محبط دايره از را باشد. در این صورت 
رل < و << ر - () > م - () 

یعنی مساحت جندضلعی محاط در دايره بیشتر از مساحت دایره می‌شود» که 


۳۹ 


ولد 


به‌این ترتیب» مساحت دایره از مساحت سثلثی که ارتفاع آن برابر شعاع 
داپره و قاعده‌اش برابر محیط دایره باشد» نه بزرگتر است و نه کوچکتر» یعنی 
مساحت آن با مساحت دایره برابر است. 

در این‌جا» استدلال لیوویل اختلاف کمی با استدلال ارشمیدس در 
کتاب «اندازه‌گیری دایره» و استدلال جمشید کاشانی در «رسالةالمحطیه» دارد. 

لیوویل؛ حجم استوانه. مخروط و کره را به‌عنوان حجم منشور» هرم و 
چندوجهی منتظمی که در آن‌ها محاط پا بر آن‌ها محیط شده باشد. به‌دست 
۳ 

در سال ۱۷۹۸ کتاب. «تجربه‌هایی دربار؛ تکمیل مقدمات هندسه) تالیف 
س.۱. گرریه‌وا منتشر شد. این کتاب هم بر بای مفهوم حد و روش حدی 
تنظیم شده‌بود. ماهمیت استدلال‌های گوریه‌وا با استدلال‌های لیوویل» چندان 
تفاوتی ندارد» ولی به‌هرحال با آن متفاوت است. 

لیوویل و گوریه‌وا» برای حل بسیاری از مساله‌ها» از اين قضیه استفاده 
می‌کنند که: اکر: مقدار ابت ۰۸ بین فو- مفدار متغیر 2 و ۸ باشد: 
1 > ۸ > 2 و اختلاف بین 2 و 7 را بتوان از هر مقدار به‌دلخواه کوچکی 
(که از قبل معین شده است) کمتر کرد آنوقت مقدار ثابت ۸ برابر است با 
حد مشترک 1 و ۷: 

۸ -<- ره حد -< بو حد 


لازم به یاداوری است که هواداران روش حدی؛ یعنی لیوویل و گوریه‌وا؛ 
به آموزش هندسه با دو دید مختلف می‌نگریستند. گوریه‌وا؛ هندسه را دانشی 
مستقل از حساب و جبر می‌دانست و به‌کار بردن حساب و جبر را در آن 
ضروری نمی‌دید. او می‌نویسد: . .. در هندسه مقدماتی» به‌هیچ وجه نباید 
از ریاضیات محاسبه‌ای استفاده کرد . . .4. 

لیوویل» برعکس؛ هوادار محکم کردن بستگی بین رشته‌های مختلف 


ریاضیات بود و در هندسه. به‌فراوانی از حساب و جبر استفاده.می‌کرد. 


ود 


جلد اول کتاب درسی جبر او شامل ۸ فصل است که در آن‌ها؛ معادله‌های 
درجه اول یک یا چندمجهولی را بررسی کرده است؛ همچنین ريشه گرفتن؛ 
کمیت‌های اندازه‌نابذیر» معادله‌های درجه دوم و آندکی معادله‌های دیوفانتی» در 
آن مطرح شده است. در ۱۴۳ فصل جلد دوم ) به تصاعدهای عددی عددهای 
چندضلعی ؛ ترکیب و تبدیل» بسط دوجمله‌ای با توان طبیعی» تصاعد هندسی 
‌ لگاریتم روش ضریب‌های نامعین؛ کسرهای مسلسل تشکیل معادله با 
در دست داشتن ریشه‌های آن در معادله‌های درجه سوم و درجه چهارم آمده 
است. در این‌جا هم لیوویل» مثل کتاب هندسه خود از روش حدی استفاده 
می‌کند و ضمن طرح ‌ ِ می‌نویسد : ببه‌نظر من» همه دشواری؛ مربوط 
به آندیشه تقسیم است». لیوویل» تعریف حد را» ضمن محاسبه حد کسرها 
می‌دهد. او می‌نویسد: «وفتی اختلاف دو کمیت معین پا مفروض باشد؛ 
نسبت آن‌ها برابر واحد نمی‌شود. ولی هرقدر این اختلاف» نسبت به هریک از 
دو عدد کمتر باشد و هرقدر خود دو عدد بزرگتر باشند؛ نسبت آن‌ها به واحد 
نزدیکتر می‌شود و اختلاف این نسبت با واحد؛ می‌تواند از هر عدد کوچک 
دلخواه» کمتر باشد. در این صورت؛ عدد ۰۱ حد این نسبت است». 


۱ ۱ ۱ ۱ 4 ۲7۱ 
در فصل عددهای جندضلعی؛ حل شتا 21 را بررسی می‌کند. 


۳ ی 


۱ 7۲" +1 ۲ 


او پرای محاسبه مجموع همه جمله‌های یک تصاعد هندسی نزولی (که 
بی‌نهایت حمله دارد) ) از همین روض استفاده مي_کند: لیوویل با در دسا 


۹ 


داشتن 


وب ۷ 


۱ -- 0 


9 


۸۵ 


تست » ۳3 ۱ 
یج 6 ۲ 
کسّ دوم با بزرگ شدن ۰7 کوچک می‌شود و می‌تواند از هر مقدار کورچک 


دلخواه از قبل تعبین‌شده‌ای» کوجکتر باشد. بنابراین 


۱ 


۱ 


حد و و نشان می‌دهد که برای ۱ > 4 > 0 ۰ 


لیوویل؛ با استفاده از مجموع جمله‌های تصاعد نزولی) مجموع جمله‌های 
چند رشته را محاسبه می‌کند. ازجمله 


۴ +4 ۲۵4۲۵۲ د۱ - 5۲ 
(۱) 0و۱ و و 


دو طرف برابری (۱) را در 2 ضرب می‌کند: . 


زد ۴2 د و۲۵۲۳ د و - و5 
)۳( ۳ لد َث(۱ )در .. 


سیس» با کم کردن (۲) از (۱) به‌دست می‌آورد: 


۱۵۳ - ( ۳ + ...+ و بو +۱] (2 - ۱) ٩‏ 


‌ "تعت ۱[ 
۳ یسب ۳ 
سپس 
از آن‌جا 
_ #238 سیون تشر _#» 


تفر ۳۳ 


اگر ۱ > 2؛ آنوفت کسرهای سک و سته. با بزرگ شدن 0 


ی 
کوچک می‌شوند» به‌نحوی که می‌توان 7 را طوری انتخاب کرد که؛ این دو 
کسر؛ از هر عدد کوچک ازپیش تعیین شده‌ای؛ کوچکتر باشند. بنابراین برای 


حد مجموع داریم : 
۱ 


پسسبابی ۳ 
۲( - ۱) 


با استفاده از آپن شحه ؛ و با همان روش می‌توان حل مجموع 


ما توا 5۳ 


تسس ۷ 
۳ 
۱ 1 ۲ 
را به‌دست اورد که برابر است با 4 


در واقع "5 و *5 تیجه‌ای از مشتق ٩‏ تسبث به ‏ فستند. (فصل بعد 
را ببینید) . 

به‌این ترتیب می‌بینیم» در کتاب درسی جبر و هندسه که لیوویل نوشته 
است؛ به‌طور منظم و پشت‌سرهم از مفهرم حد استفاده شده‌است. کارهای 
لیوویل و کوریه‌وا» بسیاری از دانش‌آموزان و معلمان را تربیت کرد. لیوویل؛ 
با وارد کردن انديشه تازه‌ای در کتاب‌های درسی و حل بسیاری از مساله‌های 
عملی» جای نمایانی در دگرگون کردن کتاب‌های درسی دبیرستانی دارد. 
اندیشه‌های او در واقع آغازی برای بایه‌گذاری آنالیز ریاضی شد. 


+ ۲۹. دنباله و حد ان 
۱ دنباله عددی. به‌عنوان تابع متغیر طبیعی. مجموعهٌ عددهای طبیعی؛ 
یک ویژگی جالب دارد: ویژگی ترتیبی برای هر دو عدد طبیعی 6 و 0. یکی از 


۸۷ 


برابر ۵ است. این ویژگی مجموعه لا به ما امکان می‌دهد» چیزهای ملموس 
و یا انتزاعی را که در دنباله‌ای» به‌نخوی دلخواه مرتب شده‌اند» «شماره‌گذاری) 
به‌این‌ترتیب» می‌توانیم تابع روی مجموعه 1 را تعریف کنیم : 


)۱( ۸ ب وه 
0" 


که تعریف دنبالهٌ عضوهای ۸ در رابطه با مجموعه ۷[ است. درضمن» روشن 
است که مجموعة ۸ می‌تواند شامل هرگونه عضوی باشد» ولی باید هر عضو 
دنبالهٌ ۸ متناظر با عدد معین 7 از مجموعهٌ 1۷ باشد و برعکس برای هر 
آا[ > ۰ عضوی مثل ۸ ع 4 مشخص شود. بستگی بین عضوهای مجموعة 
۷ با مجموعه ۸ ممکن است یک‌به‌یک نباشد؛ هر عضو ۸ ممکن است 
متناظر با چند عضو 1۷ باشد. 

هر مقدار تابع (۱) را (یعنی هر عضو دنباله را) به‌طور معمول با حرف 
کو جک لاتینی شان می‌دهند که هنمراه با عددی در زیر و سمت راست آن 


نوشته می‌شود و معرف عضوی از 1۷ است: 


۱ با ۱ 6 1 ره 


۲۱ دا ده الق با 


درضمن 2 را» جملهٌ عمومی دنباله (۲) گویند. 

یاداوری می‌کنيم که لزومی ندارد» همه جمله‌های دنبالهٌ (۲) با هم 
متفاوت باشند. تعداد جمله‌های مختلف یک دنباله» می‌تواند محدود یا 
نامحدود باشد. ولی در حالت نامجدود بودن تعدادجمله‌های دنباله» به‌شرط 


بر 


شمارا بودن آن‌ها ضروری است یعنی باید بتوان هر جملهٌ دنباله را به یک 
عدد طبیعی کز داد. 

به‌این‌ترتیب» مجموعه‌ای از عضوها می‌تواند یک دنباله باشد که با در 
دست داشتن هر ۷[ > * بتوان عضو ۸ ع » راء که متناظر با آن است 
پیدا کرد. دو دنبالهة 


وه ی ما ای 9 ها 
را برابر گوییم وقتی که برای هر 1 ع 7 داشته باشیم: ببا < 0 یعنی 
برابری ,۵ < م0 نسبت به 470 یک اتحاد باشد. 

تصاعدهای عددی و هندسی به‌شرطی که تعداد جمله‌های آن‌ها نامحدود 
باشد» نمونه‌هایی دنباله هستند. به‌جز آن؛ در زیر چند نمونهٌ دنبال عددی 
داده سده است : 


۱ ۳,۵,۷ ۱۵۱ 


اين» دنبالهٌ عددهای اول است. برای این دنباله نتوانسته‌اند جملهٌ عمومی را 
پیدا کنند» یعنی با در دست داشتن شمارهٌ جمله» نمی‌توان بلافاصله آن را 
پیدا کرد. ولی به‌یاری غربال [راتوستن و یا امروز به‌یاری برنامه‌ریزی رایانه‌ای 
می‌توان عددهای اول را تا هر جمله‌ای بیدا کرد. به‌عنوان مثال؛ اگر جملهة ام 
دنبالهٌ عددهای اول را ,لا بنامیم داریم: 
۳۰ << :۷ ,۱۹۷ < وبلا ,۱۰۱ خ وپلا 
۷ << بیبل] ,۳۶۰۷ < ..جل) 


بنابراین» تناظر بین ع 7 و جمله‌های دنبالة ( »1 برقرار است. 


۸٩ 


در این‌جا جملةٌ عمومی معلوم | است. مثلاً برای پیدا کردن جمله صدم این 
دنباله داریم : 


٩ ۱ ۳۰‏ ۱۵۵ < ۲ 
چ. یت دا 2 


۲۰۵ ۵ 4 ۱۵۰ ۷ ۲ 
داح و ۱ سس لت و وق ۳ 


همالن‌طور که می‌بينيم ) در این دنباله» همه حمله‌ها مختلف بیستند و بعضی 


م9 <ت 1۷ 2 1۲ و اد ۱ 


۲ حد دنباله عددی. تصور شهودی درباره سحل ب) به‌نحوی با تصور دربارة 
نوعی (حرکت َ#ِ دارد. وفتی در مجمو عه مردب ۷ ]بیش می‌رویم» با 
رفتار جمله‌های دنباله 16 آشنا می‌شویم. این رفتار حمله‌ها؛ گاهی یر 
است که هرجه شماره جمله را زیاد کنیم» مرتب به عددی مثل 6 نزدیک‌تر 
می‌شود. با شرط‌هایی که هم‌اکنون آشنا خواهيم شد ) این عدد ۵ می‌تواند حد 
دنبالة مفروض (6) باشد. 

با این‌که» این تصور تا حد زیادی طبیعی است چون با ریاضیات سروکار 
داریمء باید روند این تصور را با دفت ریاضی تنظیم کنیم. فرض می‌کنيم؛ 
جمله‌های یک دناله؛ به‌طور پیوسته مرتب به عدد 6 نزدیک شوند. در این‌جا 
پرسشی پیش می‌آید : نزدیکی جمله‌های دنباله به عدد 6 جگونه است ۴ این 
نزدیکی را چگونه می‌توان تشخیص داد؟ 

۳ ۱ , ۷ 

دنبالة با جملهٌ عمومی ‏ < ,به را در نظر می‌گیريم : 


٩ ۱ ۱‏ 7 ۷ 
۳( و وی وا 


اگر به‌طور مرتب " را بزرگ کنیم» جمله‌های دنباله کوچک و کوچکتر 
می‌شوند» پعنی اختلاف آلن‌ها از صفر ؛ به‌طور دایم و پیوسته؛ کمتر می‌شود. 


ی 5 


در واقم؛ در اين دنباله با آغاز از جمله دهم بقیهٌ جمله‌ها از ۱ /۰ و همه 
جمله‌های بعد از جملهٌ ده‌هزارم از ۰۰۰۱ /۰ کوچکترند و غیره. 

جمله‌های دنبالهٌ (۳) را» روی یک محور به‌وسیله نقطه‌ها نشان می‌دهیم 
(شکل ۵ به‌سادگی دیده می‌شود که نقطه‌های متناظر با دنباله (۳)) در 
روی محور؛ مرتب به‌سمت نقطهٌ () (که نمایندهُ ه است) کشیده می‌شوند. 


۲ 
شکار ۵ 


3 ۳ تلد دلخواه همستی می‌گیریم. روک محر عددی ) فاصله‌ای متفارن 
همرکز 0 و طول ۲ انتخاب می‌کنم» یعنی فاصلف (ع,۵-). اگر ۲ -< ج 
فرض کنیم؛ همه جمله‌های دنبالةٌ ما در درون این فاصله واقم می‌شوند. ولی 
ی فرض کنیم 1 ۸ < ع آن‌وقت , بعضصی از جمله‌های نب بخستن دنباله ‏ یعنی 
۱ 


۸ ٩ "۲ ٩ 
۲ 


|۳۹ 


۱ 
۶ 


1 


۳ 


در درون این فاصله قرار می‌گیرند. اکنون ع را خیلی کوچکتر و برابر ۰۰۰۱ /۰ 
می‌گیریم. به‌روشنی معلوم می‌شود که تنها ۱۰۰۰۰ جملهٌ اول دنباله در بیرون 
قیاق [ 1 مره سای ای تمایق سبنلا فقبالفب: اتف 7 
جملاٌ ۵::.۱ به بعد» در خزون این فاصله واف‌اند. .روشن است که؛ این 
استدلال» برای هر ع (هرقدر که کو جک باشد) درست است. به‌اپن‌ترتیب» 
6 هرچه باشد» همیشه می‌توان عدد طبیعی ۸۷ را چنان بیدا کرد که همه 


٩ 


جمله‌های دنباله» که برای آن‌ها ۸۷ < 7 است» در درون فاصله (6,ع-) 
قرار گیرند و تنها تعداد محدودی از جمله‌ها یعنی 


۱ با و ۰ ۰ و۳ و ) 


در بیرون این فاصله باشند. 

در این استدلال به دو نکته توجه کنیم : اول: طول فاصله انتخابی دلخواه 
است. دوم: باتوجه به طول فاصلة انتخابی؛ یعنی وقتی 6 معلوم باشد می‌توان 
عدد ۸۷ را پیدا کرد؛ به‌نحوی که همه جمله‌های دنباله» که شماره‌ای بزرگتر از 
۷ دارند» در درون فاصلهٌ (6,ع-) قرار گيرند. 

اکنون دیگر می‌توانیم تعریف حد دنباله را بدهیم. 

عدد ۵ را حد دنبالٌ ( ,16 گویند» وقتی که برای هر عدد دلخواه مثیت ع؛ 
بتوان عددی مانند ۷/ بیدا کرد به‌نحوی که به‌ازای همه مقدارهای ۷ < 7 
داشته باشیم : 

| - ۵ > 6 

وقتی دنباله‌ای حدی برابر » داشته باشد (یعنی جمله‌های آن به‌سمت 0 میل 


کنند)؛ به‌این‌صورت نشان داده می‌شود : 


0 ع یی یل 
نج + 11 


۱ 
متا حخل ترالة با 4 یکت | ۱ ‌ 
ل دثباله با جمله عمومی را پیدا کنید 


۱ ۱ ۱ ِ 7 ۱ 
حل. داریم ‌ ست لا ) باید صدل) ین را نهد ست اوریم. از ان جه گفتیم» 
می‌توان حدس زد که حد این دنباله» باید برابر صفر باشد. ولی این حدس: 
اثبات می‌خواهد. باید ثابت کنیم به‌ازای هر ۰ < 6 می‌توان عدد ۸۷ را 
(که البته بستگی به مقدار ع دارد) طوری بیدا کرد که به‌ازای هر ۰1۷< 7 


۷ 


پ ی ۱ 


5 ۱ ۱ 
دراین‌صورت با فرض ۱ + 3 < ۰/۷ معلوم می‌شرد که برای هز 
ه < 6 می‌توانيم مطمئن باشیم که برای 


الا ی ۱ ۱ 
نابرابری 6 > 1 ت_ ۳ برفرار است؛ بعنی می‌توانیم شماره‌ای از حمله‌های 
دنباله را پیدا کنیم (۷)) به‌نحوی که جمله‌های با شماره‌های بزرگتر از ۷/ 
همگی در درون فاصلهٌ (ع ,ع-) قرار گرفته باشند: 


با بررسی رفتار جمله‌های دنباله» وفتی مرتب و به‌صورتی بی‌پایان پیش برویم» 
می‌توانیم اسندلالی پیدا کنیم و به‌یاری آن قانع شویم که دنبالهٌ [,) به‌سمت 
حدی مثل 4 میل می‌کند. باوجود اين؛ برای تکمیل استدلال باید ثابت کنیم 
دنباله ,6 به‌سمت عدد دیگری مثل 6 میل نمی‌کند. این حکم را؛ به‌صورت 
نمادین» این‌طور نشان می‌دهند : 


۷0« به حد 


سس ۳ 


روشن است که ؛ این حکم؛ عکنن حکم (هستقیما استخا و بنابراین روس 


اثبات آن» باتوجه به قضیهٌ مستقیم به‌دست می‌آید. به‌این‌ترتیب» باید ثابت 
5 منظور از ۸۱ بخسص در ستا علد ۸ است. 


۳ 


کنیم : عذد 0 وقتی حد دنباله |16 نیست که بتوان عدد مثبت 6 را طوری 
بیدا کرد که برای هر عدد ۰/۷ شماره‌ای مثل ۷ <2 7 وجود دارد که» برای 
هر شماره ۰11۳ این تابرابری برقرار استته: 
6 < | - ,۵ 
مثال ۲ ثانت‌کند؛ حد دنبالة( م10 برایر ۱ تییسکة: ۲ سا 


۱ ۱ سر بر 
حل. ۲ < 6 می‌گيريم. روشن می‌شود که برای هر ۲ < 7 داریم : 


< ۱ )۴( 


بنابراین؛ برای هر ۸۷ می‌توانیم 7 را طوری انتخاب کنیم که نابرابری (۴) 
برقرار باشد؛ به‌ویژه اگر ۲ < ۰۸۷ آنوقت کافی است فرض کنیم ۸۷ < 7. 
171 و ۱ 

اگر دنل (0) دارای حخدی محدود و معین باشد؛ دنباله را همگرا (یا 
متقارب) گویند. همچنین می‌توان گفت که دراین‌حالت» دنباله به‌سمت » 
میل می‌کند. 

این مطلب روشن است: اگر دنبالٌ (۰167 حد محدودی مثل 6 داشته 
باشد» خود دنباله محدود است؛ یعنی عددی مثل ۷/ وجود دارد که به‌ازای 
هر 1۶ داشته باشیم : 
(۵) > 0 


درواقع؛ این حکم نسجه‌ای از اپن حکم است که برای هر ه < 6 تنها تعداد 
محدودی برابر ۱ - (۱/۷)۶ جملة دنبالهٌ (6) در بیرون باه (6,ع-) قرار 


می‌گیرد؛ به‌نحوی که همه این جمله‌ها ازلحاظ قدرمطلق نمی‌توانند از عددی 


۱ را به‌صورت (ع) ۸۷ می‌نویسیم؛ زیرا مقدار ۸۷ بستگی به مقدار 6 دارد. 


۹۴ 


شل ۰ < ۸/۱ تجاوز کنند و برای بقیةٌ جمله‌های دنبلةٌ [مبه) داریم» برای 
هر (۷)6] < 10: 


| - 06| > 6 


+ |۵| > |۵ - مه| + |0| > |ه - مه + ع| < |مه| 
هنحوی که برای هر (۸۷)6 < *7: 
> + || > |مه| 


اکنون کافی است انتخاب کنیم" : 
(۶( (ع + |ه| ,۷ )322 < ۷۲ 

نباید گمان کرد که هر دنباله‌ای» دارای حد است. حتا دنباله‌هایی هستند 
که باوجود محدود و معین بودن همه جمله‌های آن‌ها؛ حدی ندارنكد. مذله دناله 


پا جملهٌ عمومی 
۱(۳-) < به 


۱ (ظ ,۱0۵2/4 یعنی بزرکترین عدد از بین دو عدد ۸ و ]. 


٩ ۵ 


تا این‌جا دربارهٌ حد 6: که عدد معین و محدودی است؛ صحبت کردیم. 
اکنون به مفهوم حد بی‌نهایت» می‌پردازيم. گوییم» حد دنبالة ( ,40 بی‌نهایت 
مثبت است (۵0+ ب- بت)؛ وقتی که برای هر ۰ < م1 عددی مثل 
()۷/ < ۸۷ وجود داشته باشد. به‌نحوی که برای هر ۸۷ < 7 داشته باشیم 
از ۳ ,۲ ۱ 

به‌همین ترتیب» دنبالةٌ (م0] دارای حد 00- است (60- «- ببه)؛ 
وقتی که برای هر ۰ < 3 عددی مثل (/)۷/ <- ۷/ وجود داشته باشد» 
به‌نحوی‌که» برای هر ۸۷ < 7 داشته باشیم ما > ببت. 

به‌عنوان مثال» می‌توان دنبالهٌ با جملهةٌ عمومی ۳ ع< ,0 را در نظر گرفت 
که دارای حد 0+ است. در واقع اگر 7 را عدد دلخواه مثبتی فرض کنیم؛ 
نابرابری ۶ < ۲ برای هر ۱ + || < ۸۷  <‏ برقزار است. 

به‌همین ترتیب» دبالاٌ با جملهٌ عمومی ۲- < ,6 دارای حد 60- 
است. 

۳. یگانه بودن حد یک دنباله. در این‌جا می‌خواهیم به این پرسش پاسخ 
بدهیم : آیا یک دنباله» می‌تواند دو یا چند حد مختلف داشته باشد؟ برای این 
منظور» فضیه‌ای را ثابت می‌کنيم. 

قضیه. اگر دنباله (0) حدی داشته‌باشد؛ این حد یگانه است. 

اثبات. از برهان ملف استفاده می‌کنیم. فرض کنید : 


9۸ ( 2۳۲ تب 3۱ ۰ << ولا ,7۱ < بب حل 


موسوم 
عدد دلخواه » < ع را انتخاب می‌کنيم. باید عددی مثل (ع)۷,۱/ < ۷۱ 
وجود داشته باشد که برای هر ۸۷۱ <2 7 داشته‌باشیم 6 > |2۱ - م6|. 
همچنین باید عدد (ع)۷۲/ <- ۷۲/ وجود داشته باشد که برای هر ۸۷۲ < 1 
داشته باشیم: 6 > |2۲ - بب|. اکنون انتخاب می‌کنيم : 


۷۱ ,2۷۱ )حهص د ۸۷ 


۶ 


دراین‌صورت؛ برای هر ۸۷ < 7 پاید داشته باشیم : 


6 > |2۷ - ۵6| و 6 > |2۱ - | 


از آن‌جا 
> |(2۳ - مع) + (مه - )| |۵۲ - ها 
6 > 2*۷۲ - به| + امه - 2۱| > 
۳ ۲یله سس نله 2 هب ۰ 
که بافرض > 6 > ۰ به تناقض می‌رسیم و وجود تنافض 


به‌معنای ادرستی فرض (۷) است. قضیه ثابت شد. 

۴ دنباله‌های یکنوا. وقتی تعریف دنباله یا تعریف حد آن را آوردیم؛ هیچ 
قیدی يا ویژگی خاصی دربارهُ تابعی که دنباله را معرفی می‌کند فایل نشدیم» 
این دنباله را در نظر می‌گيريم : 


هر جمله این دنباله ) از جمله بیش اژ خودش تزرکگز زین دا - دروافع 


70-۳ ۱ ۲ ۲ 11 


60 << سد سس .| د سس بات سس < +وه6ا 
۹ ۲ لد 7 ۲ 1 ۲ ۳ 7 ۲ 4 ۱ + 1 ۳ 


پعنی لا < ۱+وت. اگر دنباله یه 1 دارای این ون گی باشد که برای هر 7۲ 
داشته باشیم : 
۱ > 6 
۱ می‌دانیم؛ اگر به صورت و مخرج کسری که از واحد کوچکتر است؛ یک واحد 


اضافه کنیم» کسر بزرگتر و به واحد نزدیکتر می‌شود. 


۷۲ 


آذوقت دنباله را صعودی یکنوا (یا غیرنزولی) گویند. 
اگر دباله (به) برای هر ۰1 در نابرابری 


۱ با > ول 


صدق کند؛ آنوقت آن را اکیداً صعودی یکنوا گویند. 
به‌همین ترتیب» می‌توان دنبالٌ نزولی یکنوا؛ و دنبالهٌ اکیداً نزولی را تعریف 
کرد. برای نموثه دنبالهة 


یکنوا و اکیداً نزولی است. 

دنبالة یکنوا تنها می‌تواند از یک سمت به حد خود نزدیک شود: از سمت 
راست پا از سمت چپ. 

یادآوری می‌کنيم ؛ دنباله‌های متناوبی وجود دارند که دارای حد هستند. 
به‌عنو ال مثال» دنباله 
زا ۲ 


ی تک 


۱ 
0 
به‌سمت صفر همگرا است : صفر حد آن است. ولی این دنباله از دو سمت 
صفر؛ به آن نزدیک می‌شود. 

دنباله‌های یکنوا» ویژگی‌های ساده و جالبی دارند. 

قضیه. دنبالهٌ صعودی یکنوای +16 وفتی کران بالا داشته باشد. دارای 
حدی معین و محدود است. این حد منطبق است بر کران بالای واقعی 
مجموعه. 

اثبات. مجموعهٌ (6) را در نظر می‌گيريم. اين مجموعه متعلق به 1٩‏ 
(مجموعه همه عددهای حقیقی) است و از بالا کران‌دار است» یعنی 


و4 > ۸۷ ,1۷ > 6 


۸ 


بنابراین» این مجموعه» کران بالای واقعی دارد که آن را » می‌ناميم : 6 
بالاترین مقدار ممکن برای 6 است. ابت می‌کنيم» همین ۰6 حد دنباله 
(به) است. 

0 کران بالاست» یعنی برای هر 7 اریم : 


> 0 (۸) 


از طرف دیگر ۵ کران بالای واقعی است. بنابراین؛ برای هر ه < ع؛ 
شماره‌ای مثل ۷/ وجود دارد؛ به‌نحوی که 


ح بل جر پا 
دراین‌صورت» باتوجه به این‌که 

رهظ 
برای هر ۸۷ < 7 داریم : 

جع سس 6 حد بر 
و باتوجه به (۸): 

6 > 0 ٩ 6 


بنابراین برای هر ۸۷ < 7 
6 > |6۵ - و6 


یعنی بنابر تعریف : .6 کم . قضبه ثابت شد. 
یادداشت ۱. یادآوری می‌کنيم» اگر دنبالة (م۵) صعودی یکنوا باشد؛ 
ولی کران بالا نداشته باشد» آن‌وقت 


1-0 << با حل 
ال + ۲ 


۹۹ 


به‌همین‌ترتیب می‌توان دربارة دنباله‌های نزولی یکنوا داوری کرد: اگر دنباله 
عددی (م16 نزولی یکنوا و دارای کران پایین باشد آنوقت دنباله دارای 
حدی معین و محدود است. همچنین اگر دنباله یکنوا و نزولی باشد ولی 
کران پایین نداشته باشد. آن‌وقت حد آن 0م- است. 

یادداشت ۲. اگر جمله‌های دنباله چنان باشند که؛ باتوجه به حکم‌های 
بالا» نتوانیم مقدار حد را پیدا کنیم و يا از قبل معین نباشد» باز هم این 
حکم‌ها درست‌اند و به‌معنای وجود حد هستند. به‌همین مناسبت» در چنین 
حالتی» این فضیه را فضی وجودی حد می‌نامند. 

مثال ۳. این دنباله را در نظر می‌گيريم: 


)۸( ۱ص , +۱) یه 


آیا این دنباله» دارای حد است؟ 


حل: این دنماله بسعودیقی یکنواست. دار وافع ؛ اگر حمله عمو هی دنباله 


(۱- 7/0 ۱ شا 
7 4 فاد ۷ ۳1 7 ۱ 
ی ۱۱( ند  ۱()8‏ 08 

۱۳۳ 


. ۱ +4سیجی(۱ ب )ان 
0 ۴ ...۲:۷ ۱۷ ۷ 


و و ۱ 


و جون 


وا و ان وا ان وا وا وا وا وا و و ۱ 


ی و 0 0 0 0 


که از آن‌جا معلوم می‌سود : بل <م ۱+و. 


اکنون ثابت می‌کنیم دنبالةٌ (۸) کران بالا دارد (یعنی همه جمله‌های آن 
از عددی کوچکتر است). داریم : 


۱ ۱ ۱ 
ی ۳۰۳ بو 


. ۷ 1 
نت دی سس ۲ 
روج 6۲۲ 


و جون جمله اول این دنباله (به‌ازای ۱ 16 ] برابر است با ۲ پس 


۳ ۰ 
ای و 2 )> 


بنابراین» بتابر فضیه‌ای که ثابت کردیم؛ این دنباله حدی دارد. حد این دنباله 
را با نماد » نشان می‌دهند : 


۳ ۱ 
۲ | 00جسبه 


عدد م که به عید د ۳ مشهور اسب ۴ تبر (ریاضی‌دان ایرلندی) آن ر مبنای 
لگاریتم فرار داد (لگاریتم نبری یا لگاریتم طبیعی) ) نو ات گنک زر 


۱ ۸ 


فیرجبری که در آنالیز ریاضی کاربرد فراوانی دارد. مقدار ء تا چند رقم دهدهی 


٩ ۰‏ ۷۸۲۷۸ ۷ ۲ مه 


۵ دنباله‌های بی‌نهایت کوچک. دنبالهٌ (,0) را بی‌نهایت کوچک 
می‌نامیم ؛ وقتی که حد آن؛ برابر صفر باشد. به‌زبان دیگر؛ در دنباله بی‌نهایت 
کوچک. از جمله‌ای (با شمارة به‌اندازهُ کافی بزرگ) به بعد همه جمله‌ها در 
همسایگی صفر قرار دارند. در واقع؛ وقتی حد دنبالهُ (,) برابر صفر باشد؛ 
به‌معنای این است که برای هر ۰ < 6؛ می‌توان شمارهُ 7۷ را طوری بیدا کرد 
که برای هر ۷[ < 7 داشته باشیم : 


5 > 0 > 6- << 6 > |ه - | 


دنباله‌های بی‌نهایت کوچک را با حرف‌های الفبای یونانی نشان می‌دهند: 


(مه 4 (6 4 [ 12 ۳ 


اگر حد دنبالُ (به) برابر » باشد؛ به‌این معناست که 
٩+ ۵۶‏ 6 < مه << (1۵ < (0 16 


این قضیه‌ها هم درست است: ۱) از مجموع تعداد محدودی دنبالهٌ بی‌نهایت 
ک وچک. دنباله‌ای بی‌نهایت کوچک به‌دست می‌آید. ۲) از حاصل‌ضرب 
تعداد محدودی دنباله بی‌نهایت کوچک» دنباله‌ای بی‌نهایت کوجک به‌دست 
می‌آید. ۳) -عاصل‌ضرب دنباله‌ای که دارای حدی معین و محدود است در 
دنبالة بی‌نهایت کوچک, دنباله‌ای بی‌نهایت کوچک است. 

۶ دناله‌های بی‌نهایت بزرگ و بستگی آن‌ها با دنباله‌های بی‌نهایت 
کوچک. به‌جز دنباله‌مای بی‌نهایت کوچک؛ دنباله‌های بی‌نهایت بزرگ هم 
در آنالیز ریاضی و کاربردهای آن اهمیت زیادی دارد. دنباله‌ای را بی‌نهایت 


۱9 


هگ #رت وتی که با میل 96 به س‌ بی‌نهایت ؛ مقدار قدرمطلق جمله 


برای نمونه» دنبالهٌ ([|۱(:۲-)|۰1 دنباله‌ای بی‌نهایت بزرگ است : 
(۰) < (| ۱۳۶-)۱) 


می‌شود» اگر دنباله‌ای به‌سمت 00- هم میل کند بی‌نهایت بزرگ است. 

برای دنبالهٌ بی‌نهایت بزرگ» باید بافرض » < ؛ بتوان برای هر مقدار 
دلخواه ۰۷ شماره ۸۷ را بیدا کرد به‌نحوی که به‌ازای هر ۸۷ < ۲۲ داشته‌باشیم 
0 < |,ع/.بنابراین» به‌عنوان مثال» دثباله 


ی یا را وم وه ها ود را رة با 


گرچه محدود نیست, دنبالهٌ بی‌نهایت بزرگ به‌حساب نمی‌آید. 

این تضیه‌ها درست است: ۱) اگر دنبالة (م16 بی‌نهایت بزرگ باشد» 
آذوقت دنل (,بم)۰ ب‌شرط س > ببه بی‌نهایت کوچک است. ۲) اگر 
[مبه) دنبالهٌ بی‌نهایت کوچک باشد, به‌شرط ۰ 2 ۵ و ّ < ,0 دنباله 
[م6) بی‌نهایت بزرگ است. 

مثال ۴. ثابت کنید, دنباله ([*19 به‌ازای ۱ > || بی‌نهایت کرچک و 
به‌ازای ۱ < || بی‌نهایت بزرگ است. 

حل. ۱ > |4| و ء را عدد مثبت دلخواهی می‌گيريم. از اين نابرابری 
آغاز می‌کنيم : 


8 2 | دوه | نا 


۱۳ 


6 ,108 
تک < 7 <+- 6 ,108 > || ,۱08 7 
بنابراین» به‌عنوان (۷)6/ < ۸۷ می‌توان در نظر گرفت: 


6 ,108 
۱ ک ۱ و۵5 ۱ سس ۷ 
9۱| ,06 

یعنی [ 197 به‌ازای ۱ > |0/؛ بی‌نهایت کوچک است. 

کنون فرض می‌کنيم ۱ < |۰9 اگر 2 < و بگیریم» خواهیم داشت 
۱ > || و بنابراین دنباله (*2) بی‌نهایت کوچک است. از این‌جا نتیجه 
می‌شود که (07) دنباله‌ای بی‌نهایت بزرگ است. یادآوری می‌کنيم» برای 
۱ << 


زج جس ون 
و برای ۱- > وه دنبالٌ (*10 حدی ندارد. 
۷ برخی ویژگی‌های حد دئباله‌ها . در اپن جا» برححی از ویژگی‌های حل 
دنباله‌ها را؛ که برای محاسبه سودمندند» بدون اثبات می‌آوریم 
۱ (0) را دنبال‌ای همگرا می‌گيريم (یعنی دارای حد باشد)؛ درضمن 
۵« بل ی » در این‌صورت. اگر » مقدار ابتی باشد» دنباله (به 16۰ 


هم همگرا است 3 داریم : 


۹( _ نز سف ۰ عد (به:ج) حد 
71-00 نج 71 


۲ اگر (.0) و (.40 دنباله‌هایی همگرا باشند و داشته باشیم: 


تقو اتب و سا 


نت ببس 


۱ ۴ 


آن‌وقت دناله‌های (بو + ,ب۵) همگرا هستند و داریم : 


(۱۰ اه ع ما حرط 6 رح( ارم 


۳ اگر (م6) و (,0) دنباله‌هایی همگرا باشند و داشته باشیم : 


ود ما حد ‏ رو عابم حد 


آن‌وفت. دنباله (,۵ ۰ 0) هم همگرا است و داریم: 
(۱۱( << یبا حد .بم حد خا [ راد یت انار 
۲۴ ۸ 1 ما٩‏ دو دثبالهٌ همگرا هستند و 


/ ب- رز[ 


آن‌وقت؛ اگر 3 یج پر و 8 1 دنباله ۳ هم همگرا است و داریم : 


ی « 
7 ۳ سحلن ۳ جج بس ۲1 


چهار قضیه‌ای را که در این‌جا آوردیم به‌ویژه. قانون‌های (۰)۱۰ (۱۱) و 
(۰)۱۳ با این بیش‌فرض است که دنباله‌ها دارای حد هستند و در فانون 
(۰)۱۲ به‌جز ان جمله‌ها و حد دنباله‌ای که در مخرج قرار دارد» مخالف 
صفر باشند. روشن است. در حالتی که این پیش‌فرض‌ها وجود نداشته باشند» 
حد (۰)۱۰ (۱۱) یا (۱۲) بستگی به نوع رفتار هردو دنباله دارد. چند مثال 
می‌آوريم. 

مال ۰۵ فرض کنید» برای دنبلههای (,2) و [,ل) داشته باشیم: 


مج ح را خل. .و4 بو حد 


ان) سس رآن نان ۲ ۲۷ 


۱ ۵ 


می‌خواهيم (,لا + «2) حد را پیدا کنیم. 
حل. به سه نمونه متفاوت توجه کنید. 


۱ فرض کنید: ۱ - ۷۲ < مت و 7- < لا در این صورت 
داریم : 


> ( ۲ - ۷/۲) حد > با + بنة) حد 


ان سس با 
1 - 


۳ 7 د ۱- ۲۲ ۱ 


۲ اهر ر 2 و - - ,1 آن‌وقت 


ی ی 


۱۱ 
مه - | -۱) ۳« سحد: ح 
8 0 + رز[ 
۳( اگر لا 3 ۱(۳۳-) رل و وس ,لا ) آن‌وقت 


۱(۳-) حد, ‏ [؟۵ - و + ۱(۳-)] حد < (بوو + ب) حد 


لز) سس نت سا[ ۱ 


و روشن است که جنین حدی وجود ندارد. 

بنین‌ترئیب؛ می‌جنیقه وق لد هنیک از یلها مین نو میفوح ینب 
مجموع حد مجموع دو دنباله» ممکن است برابر مجموع حدهای آن‌ها نباشد. 
به‌همین مناسبت است که در این حالت» پعنی وفتی حد دنباله‌ها محدود 
نباشد» گوییم با حالت ویژه‌ای سروکار داریم که به‌طور معمول آن را مبهم 
گویند. این حالت مبهم را با نماد (60 -- 90) نشان می‌دهند. 

ال ۶. برای دنبالههای [,) و( میدنيم: 

اس پویو خن اب پر 


مج + ولا زج چب ۳ 


۱9۶ 


27 
می‌خواهیم ) د حد را بررسی کنیم. 


حل. 5 هم سه نمونه متفاوت می‌آوريم. 


۱ 
0 از ۳ و می‌گيریم؛ در این صورت داریم : 


3 
6 ۱ 
۰ 
۰۰ من 
بدا ی 
تج 3 
ی 
|| 
تِ 
۱ 
۳ 
ص | جح 
| 


یعنی حدی برای آن وجود ندارد. 
در این سه حالت؛ با حل مبهم ۰ سروکار داریم. 
ال ۰۷ فرض کنید؛ برای دنباله‌های (,2) و ([) داشته باشیم: 


مب ول جک نحل 


لت بت ,11 


می‌خواهيم حد بل | )را بررسی کنیم 


۱۷ 


بررسی این حالت را حالت مبهم می‌نامند و بررسی آن را به‌عهده 
خواننده می‌گذاريم. م7 و م۷ را دو چندجمله‌ای در نظر بگیرید. اگر درجة 
2 بزرگتر از درجة مل باشد» حد مطلوب برابر ۰+00 اگر درجه ,لا بیشتر 
باشد» حد مطلوب برابر صفر می‌شود و اگر م2 و م9 هم‌درجه باشند دنباله 
اعد ) به‌سمت عددی که برابر نسبت ضریب بزرگترین درج؛ صورت بر 
ضریب بزرگترین درجه مخرج است» میل می‌کند. 

مثال ۰۸ برای دو دنبالٌ (17 و [م19 فرض می‌کنيم : 


0 << ولا :۳ ۳ حل 


لیتا یا 
دراین‌صورت حد دنباله (مل1 ۰ 2) به‌حالت مبهم 00 < ۰ منجر می‌شود. به 
دو نمونه توجه کنید : 
۱۲ ۱ ۱ 
۱ << ,2 و ۲ < ملا بگیرید؛ دراین‌صورت 


وود ح< 7 حلد د [۰۳ | حد_ ح< (لا ۰ ا) حد 


9 یهتطا < م2 و * < ,1 فرض کنید» در این صورت دنباله 
[ملا ۰ 42 حدی بیدا نمی‌کند. 

نتیجه بگیریم : با در دست داشتن حد دو دنباله». هميشه نمی‌توان حد 
مجموع» حاصل‌ضرب و خارجقسمت آن‌ها را. بدون آگاهی از ساختمان خود 
دنباله‌ها دانست. به‌ویژه در حالت‌هایی که منجر به صورت‌های مبهم می‌شود؛ 
تنها بس از آگاهی دقیق از ساختمان دنباله‌ها» می‌توان دربارة اپن‌گونه حدها 
داوری کنیم. 

درپایان» ویژگی دیگری از دنباله‌ها را بدون اثبات می‌آوريم. اين ویژگی 
هم برای اثبات وجود حد و هم برای بیدا کردن مقدار حد سودمند است : 


۱ ۸ 


دنباله‌های (0) و (,0) را در نظر بگیرید و فرض کنید: 


< وا حد < ,با حد 


تن 71-۳ 


درضمن فرض کنید : »لا > مت ک مم. در این صورت برای دبالٌ (6) 
داریم : 


+ ۳۵. حل تابع 
که برای مقدذارهای نردیک به با << :1 معین » ولی به‌احتمالی برای 00 << بل 


نامعین اقینگان می‌گویيم؛ ۸ حد تابع (1)2 در نقطه » (یا وفتی 6 + ) 
است که برای هر مقدار به‌دلخواه کورحک ۵ جر 46 شلن ۵ اعد ز 
وجود داشته باشد. به‌نحوی‌که نابرابری 


])2( - ۸۱ ٩ 
برای هر مقدار ۵ ع< 7 که در نابرابری‎ 
نو|‎ - | > ۵ 
صدق می‌کند؛» برقرار باشد.‎ 


این حقیقت را که وقتی 0 +- 2 تابم (۲)2 به‌سمت ۸ میل می‌کند 


۸ < (۲)2 حد 


با 


مثال ۰٩‏ 27 < (2) مطلوب است: (2) حد . 


| بو 


۱۹ 


می‌توان فرض کرد که این حد. برابر است با ۱. برای اثبات درستی این 
فرض؛ باید ثابت کنیم که به‌ازای هر ه < ع؛ می‌توان از روی آن؛ عدد 
» < ۵ را طوری پیدا کرد که نابرابری 


)۱( ع > ۱ - "| 


برای هر ۱ < 2 که در ناپرابری 
)۳( ۵ > - 2 


۳ 
2 ۹ (۳ 


تنها مقدارهایی از 2 را در نظر می‌گيريم که برای آن‌ها» نابرابری ۱ > |۱ - ت2| 
برفرار باشد» دراین‌صورت 
۳ +۱۱- :»| > (۲ + (۱ - ۱)2 < (۱ + | 


از آن‌جا 
3 ۹ ح 
۳ ۱۱+ 2 
‌ چ 0 ر طوری انتخاب می‌کنيم که داسته باشیم : 


53 
ات 


(یعنی 8 را از دو عدد ۱ و ج کوچکتر می‌گیریم). دراین‌صورت 


ح 3 


اس 1 عد رو 
۳۳۹ چ >( رها 


و ۱ ۱ 


به‌این ترتیب ‏ نابرابری (۳( برفرار شد؛ یعنی؛ برای هر جر )الق ۵ عز 6 
وجود دارد» به‌نحوی که برای هر ۰2 که در نابرابری (۲) صدق کند» ابرابری 
(۱) هم برقرار باشد. و اين؛ به‌معنای آن است که در واقم 
۱ "ی حل 

توجه کنیل : در این‌جا هم مثل بل در آغاز باید ع در نظر گرفته شود 
( 6 تقریبی است که تابع را به ۸ نزدیک می‌کند) ؛ سیس ۰ مقدار ۵ (یعنی 
تقریب نزدیکی متغیر به 0) پیدا شود. 

این حقیقت که در تعریف حد تابع لزومی ندارد» ۵ که همسایگی نقطة 
۵ را دربر می‌گیرد؛ شامل خود » هم باشد) به‌این معناست که ما؛ ضمن 
بررسی حل تابع ؛ رد رفتار تأپع در نزدیکی نشطه 1 نو سحه داریم جراکه ممکن 
است در خود نقطه 0 تابم معین نباشد. 
این گزاره را» روشن‌تر تنظیم کنیم. دنبالة [,2) را که برای هر ۰1۰ جمله‌های 
دنباله متعلق به دامنه تابم (2)/ باشد و درضمن 


ایا ۳ بل۳ 


در نظر می‌گيريم: آنوقت. اگر دنبالة (,ر1) که با برابری 
(م2) < ولا 
تعریف شده‌است؛ چنان باشد که داشته ,باشیم : 


)۳( ات ی 


آن‌وفت می‌توان گفت: «دنباله‌ای که از مقدارهای تابع تشکیل شده‌است 
حدی برابر ۸4 دارد». 

اگر گزار؛ (۴)؛ برای دنل انتخابی دلخواه [2) درست باشد» آنوقت 
کم و بیش (و با درک شهودی) روشن است که؛ عدد ۰۸ حد تابع (2) 
است. 

رین حد تبع واه به‌مورنی جیگره کذ تلکی با تجریف پیشین تقاوت 
دارد» می‌توان تنظیم کرد : 

عدد ۸ را حد تابع (2) وقتی 2 به‌سمت » میل می‌کند» گوییم؛ وفتی 
که برای هر دنبالة مقدارهای متغیر (,۰)2 که برای آن‌ها ۵ < بت حد . 
دنبالة مقدارهای متتاظر تابع» یعنی ((2)/) دارای حدی برابر ۸ باشد. 

طبیعی است؛ برای اثبات درستی تعریف اخیر؛ لازم است هم‌ارز بودن 
آن با تعریف پیشین ثابت شود یعنی هم‌ارزی تعریف حد با زبان 6۱ و ۵» و 
تعریف حد با زبان دنباله‌ها. قضية مربوط به هم‌ارزی این دو تعریف را تنظیم 
و با دقت ثابت می‌کنيم. 

قضیه. برای این‌که داشته باشیم : 
۵ 4 - (ه)ز حد 
لازم و کافی است که برای هر دنبالة ( 12 از مقدارهای متغیر وافع در دامنه 
تأپع (۰1)2 که به‌سمت »6 هم گراست؛ 
(۶ تا ام حجل 


نت +-- 7 


دنبالة متناظر مقدارهای تأبع ) به‌سمت ۸ هم گرا باشد : 


)۷( حد )1۳ ری 


زنل بح 71 


۱۱ 


اثبات. شرط لازم است. ابت می‌کنيم اگر شرط (۵) برقرار باشد» 
آن‌وقت برای هر دنبالهٌ (,2) که با (۶) سازگار است؛ شرط (۷) هم برقرار 
از (۵) نتیجه می‌شود به‌ازای هر ۰ < ۰6 می‌توان مه < ۵ را (که 
8 > | - 2| صدق می‌کند. نابرابری 
)۸( ع > ۸۱ - (2)/ 
برفرار باشد. در این صورت برای هر دنباله ( 12 که با (۶) سازکار باشد» 
می‌توان عددی مثل (ع)۸۷ -- ۸۷ پیدا کرد؛ به‌نحوی که به‌ازای هر ۸۷ < ۱ 
داشته باشیم : 6 > |۵ - 2]. بنابراین» برای هر ۸۷ < 7 خواهیم داشت: 
)۹( 6 > ۸۱ - (2) 


شرط کافی است. باید ثابت کنیم» اگر شرط‌های (۶) و (۷) برقرار باشند؛ 
آنوقت شرط (۵) هم برقرار است. این بخش قضیه را با برهان خلف ثابت 
می‌کنيم. 

فرض کنید. برای هر دنبالهٌ [,2) که با شرط‌های (۶) و (۷) سازگار 
است» تابع (2) وفتی » +- » (ه و 2) بسمت ۸ میل نکند. 
یعنی» بتوان » < ,2 را طوری پیدا کرد که برای هر ه < ۰۵ عدد 
(6), < .2 با شرط 6 > |» - .»| پیدا شود که برای آن داشته باشیم : 
۰ < |۸ - (,2). در اين صورت دنبالة [,8) را با ویژگی 


(۱۰) » < و حد و ۰ < بل 

انتخاب می‌کنيم. با اين دنباله می‌توانيم (2)6 < بت (۰ ع3 «2) را 
طوری بسازیم که 

)۱1( 6۰ 2 ۸۱ - (م2)| و م6 > |6۵ - «ق| 


بنابر فرضص 


(۱۲) یت کم 


درضمن [(2)/] به‌سمت ۸ میل نمی‌کند و به‌این ترتیب» به نتیجه‌ای که 
(۷) را نقض می‌کند» می‌رسیم. فضیه ثابت شد. 

به‌خودی خود روشن است که به‌یاری این فضیه» می‌توان ویژگی‌های 
حد دئناله‌ها را؛ پرای حد تابم‌ها هم درست دانست. می‌توانيم بعضی شرط‌ها 
را» وفتی 5 به‌سمت ه میل می‌کند» اضافه کنیم. حالت ه < 4 - 2 یا 
8 بک ط مج ون به‌معنای حد تابم است وقتی که متغیر از یک سمت » به 
آن نزدیک می‌شود. در حالت ه < 6 - :2 حد راست تابع و در حالت 
9 > ۵ - ۰2 حد چپ تابع در نقطهٌ » < 2 به‌دست می‌آید و به‌صورت 
(ع)ز ,حد_ و (2)/_حد_ نشان داده می‌شود. گاهی هم» حد راست و 
حد چپ (5)] را در نقطةٌ 6 < «؛ به‌صورت (۰ + »)7 و (۰ - 6)ل 
معرفی: می‌کنند. 

روشن است» وقتی " به‌سمت 6 میل می‌کند» به‌شرطی تابع (2)/ دارای 
حد است که حد راست و حد چپ داشته باشد و. درضمن. این دو حد با 
هم برابر باشند. 


ازع وال 


۲ج 
درستی این فضیه هم برای حد تابع‌ها به‌سادگی ثابت می‌شود: 
فضیه. اگر برای (۵ + 6,ه) لا (۵,0 - ۵) ع 2 تابم‌های (۱)2) 
(۲)2 و (2)/ معین باشند و داشته باشیم: 


۱)2۸( > ۷۲/۵( > ۳)۵( 


در صمن بانیم 


۱۱ 


آن‌وقت؛ تابع (۲)2/ هم به‌ازای ۵ +- 2) دارای حد است و داریم : 


۸ < ()۲/ حد 


در پایان این بخش, مثالی برای پیدا کردن حد یک تابع مشهور می‌آوريم و آن 
را به زبان دنباله‌ها بررسی می‌کنيم. 

مخال ۰۱۰ <(2 + ۱) < (3(/)2 6 2). مطلوب است محاسبةٌ 
(۱۳) ۶( +۱) حدٍ 


حل. اگر به‌طور مستقیم در تابع (۰)2 مقدار 2 را برابر صفر فرار 
دهیم؛ به‌حالت مبهمی برخورد می‌کنيم که» به‌صورت نمادین» آن را با ۱*۴ 
نشان می‌دهند. باید ابهام را از این صورت مبهم برطرف کنیم. برای این 
منظورء از اصطلاح‌های دنباله‌ها استفاده می‌کنيم. دنبالهُ بی‌نهایت کوچک 
(م2) را در نظر می‌گيريم ؛ باید ثابت کنیم دنبالة 


(۱۴) (۰<( م2 +۱)) 

دارای حد است. اگر به‌جای ( م12 دنبالة ۳ را انتخاب کنیم؛ از فبل 
9 ۱ 

(۱۵) -« سس رده 


دنبالةبي‌نهایت کوچک (,2) را با شرطهای 


٩‏ 2 و سر و ول > ۱بم2 > ه 


انتخاب می‌کنيم. در این صورت؛ همیشه دنبالة یکنوا و اکیدا صعودی [جا 1 


از عددهای طبیعی پیدا می‌شود. به‌نحوی که داشته‌باشیم 


۱ 
۱ + تا > سس که رن 
و 


11 


9 یچ ۱ 
یدید ۱ ۱+7] > 
بنابراین» باتوجه به (۱۳) و فضیه پایانی (پیش از مثال )٩‏ داریم: 
(۱۶) 6 < 2۳(ب2 + ۱)حد 

اکنون دنبالهُ پی‌نهایت کوچک 127 را با شرط‌های 


۵ ۳ ی ۵ هه ول 


70 
در نظر می‌گیریم و دنبالهٌ جدید (مبل) را با شرط ند < رل انتخاب 


۱ او 
۵ < ۱ 6۱۷ - دی سر تهازاه ست 
ربلا - ۱ بل - |[ ۱ نت +-۲ 


به‌اين ترتیب» نتیجه می‌گيريم که حد دنبالهٌ (۰)۱۴ به هر ترتیبی که دنباله 
و2 را انتخاب کنیم» برابر است با ء و بنابراین با استفاده از حد تابع به 
زبان دنباله‌ها نتیجه می‌گیریم : 


۷ ۱ ۱ ۱ کِ ۳ 1 
- ۱ ۱ جن هیلخت ۱) سحل ‏ عد: وه (مج:-(:۱) لد 


(۱۷) ع < *( +۱4) حد 


۳ بل 


۳۱۶ 


۱ 
اگر در (۱۷) فرض کنیم نت می‌اید : 


۳۳ 
یت 9 سل 
ِِ« دج مج 1 ب- لا 


به‌همین ترتیب داریم : 


2۴ ۴۵ پیوستگی تابع‌ها 
۳ تعریف پیوستگی تابع در نقطه؛ نمو متغیر و نمو تابع؛ گونه‌های 
که تسیا ,۰ میل می‌کند» و سجود داشته باشد و با (2)[ برابر باشد : 


(ه حد )] < (,۲)2 < (1)2 حد 


ي 77ج رل و تال سس لد 


یعسی » برای شر ۵ حر 6 (۵)6 سح وجود داشته‌باشد ) به‌نحوی‌که برای هر نل 
که در نابرابری 6 > |,2-2]| صدق می‌کند نابرابری 6 > |(۶)2۰--(2) ]| 


پرقرار باشد. 

اگر بخواهیم تعریف حد تابع را به زبان دنباله‌ها بیان کنیم» می‌توائیم 
بگوییم : تابم (2)] را در نقطهٌ .2 تنها وقتی پیوسته گوییم که برای هر 
دنبالة 12,۱ که به‌سمت .2 همگرا باشد» داشته‌باشیم : 


(2۰)] < (,2) حد 


از ) ۳ رن 


۱۷ 


شکل ۶ 


برای این‌که تعریف بیوستگی راء از دیدگاه هندسی روشن کنیم» از نمودار 
تابع (2)  <‏ باری می‌گيريم. برای این منظور ۰ < ع دلخواه را همراه با 
نواری به‌عرض ۲6 در طول خط راست (.)/  <‏ در نظر می‌گيريم (شکل 
ِ. 


اگر تابع پیوسته باشدء باید بتوان 0 < ۵ را طوری بیدا کرد که تمامی 
آن بفشی از نموفاد که در درون نوار قائم به عرض ۲۵ در طول خط راست 
و تب رل فرار دارد » شامل نوار افقی به عرضص 3 هم باشل (شکل ۲ را 


بت[ 


اگر تابع در نقطهٌ .7 ناپیوسته باشد هرقدر که نوار قاتم دو طرف خحط 
راست ۰ < 5 را باریک بگیریم همیشه شامل بخشی از نمودار است که 
در بیرون نوار افقی به پهنای ۲ در طول خط راست (.)  -‏ قرار دارد 
(شکل ۷). 

اکنون نمو تابع و نمو متغیر مستقل را در نقطه‌ای مثل 2:۰ در نظر می‌گيريم. 
,0 - 5 < ۵ را نمو متغیر و (۲)2۰ - (52 + ,8 < راظ را 


این‌جا از اثبات آن می‌گذریم): 


۱۱۸ 


تعر یف . تابم (2) ر در مجمو عه ۸ بو ماه گویند» وفتی که در هر 
فرضص کنید» تابم ( ۳ دار بازه بسته 2۲ 2۱ شجر باشتد. دراین‌صورت 


(2) را در سمت راست نقطه و ۷ یا در سمت چپ نقطه ۲ بیوسته گویند؛ 


۱۹ 


وفتی که به‌ترتیب داشته باشیم : 


(بعاز ع (عاز_حد با («ع) ‏ (ها رح 


تابع (2)] را در بازهٌ پسته [7۲ ,2۱] وفتی پیوسته گویند که در تمام نقطه‌های 
درونی این بازه؛ در نقطه 7۱ از سمت راست و در نقطه 77 از سمت چب 
بیوسته باشد. 

می‌توان ثابت کرد که همه تابع‌های مقدماتی» به‌ازای همه مقدارهایی از 
2 (که برای آن‌ها؛ تابع وجود دارد) بیوسته‌اند. هر ترکیب حسابی تابم‌های 
بیوسته؛ در هر نقطه‌ای که در آن‌جا این ترکیب معنا داشته باشد. تابعی بیوسته 
است. مثلا اگر تابع‌های (2)ز و (9)2 در نقطة 2۰ پیوسته باشند و درضمن 
۰ (2)و. آنوقت تابم (۸)2 با تعریف 


تابع (:2)] را که در همسایگی نقطهة ,۰ معین است. به‌ازای .2 <- 2 ناپیوسته 
۱( وحود (ب) ۳ ححل و وود 1 ِ ححل ۴ مسحدو ۵ بودل این دو 


۲ (1)2 سیر < (2) 1[ سک 
۳ (.2)- (2) حد ال هن 


اس( اب 


این قضسبه هي دربارة ی مرکب دز سستا استخا: 


و ۲ ۱ 


قضیه. اگر (2)/ در نقطه .2 و (9)2 در نقطةٌ (.2)] < ,۷ پیوسته 
باشند؛ اوقت تابم ((۵))2 در نقطه .2 بیوسته است. 

۲ برخی ویژگی‌های تابع‌های پیوسته. برخی ویژگی‌های تابع‌هایی را که 
در یک بازه بسته بیوسته‌اند؛ بدون اثبات می‌آوریم. 

قضیه. (قضیةٌ وایرشتراس). اگر تابع (2)] < ل در باز؛ بسته [9 ,| 
معین و پیوسته باشد» آنوقت در بازه [ا,]» دست‌کم یک نقطه 2۱ < 7 
وجود دارد؛ به‌نحوی که مقدار تابع در اين نقطه پرای هر [,۵] ع 7 در 
ناپرابری 


])2۱( 2 [)2( 


صلق می‌کند. شمحس در باژه 1 0 دست کم یی رم صله متل ۲ وحود دارد 
که برای آن ( 2۲ به‌ازای هر مقدار 1 ۳7 6 7 در نابرابری 


[)2۲( > [ )2( 


صدق می‌کند. مقدار (2۰) -- ۸6 را یشتوین مقدار تایم (0) > لو در 
بازهٌ بسته [0 ,ه] و مقدار (2۲) < 7۰ را کمترین مقدار تابع (2)|  <‏ 
در بازهُ بستهُ [۵ ,»| گویند. 

قضیه. () < ل را در بازهٌ بستهٌ [0,ه] معین و پیوسته می‌گيريم و 
فرض می‌کنيم برای 2۱ و 2۲ از بازة [8بع] داشته باشیم: ۸ (2۱) 
و ] < (27)/. در این صورت. اگر عدد دلخواه | را بین ۸ و 9 
انتخاب کنیم . دست کم یک نله ا9 +6 ۳ 6 بیدا هی‌شود که برای آن داریم : 
فا 

نتیجه ۰۱ اگر (2)/  <‏ در باز؛ُ بستهٌ [0 ,»| معین و پیوسته باشد» 
آن‌وقت در همین بازه 6 به] هر مقداری را که بین بیشترین و کسترین مقدار 


نتیجه ۲. اگر تابع (2)/ - 7 در بازٌ بسته [ ,۵] معین و پیوسته باشد 
3 اگر در این بازه. دو مقدار با علامت‌های مختلف ۴ ببذیرد)؛ بعمی داسته 
لقیم: « > 3۳30« آمنازه آقرفت بر حیوذ با لزطآ: سس 


۱۳1 مثل 6 < 7 وجود دارد» که به‌ازای آن) تاپم به‌سمت صفر میل می‌کند : 
۰ < (0) 


نقطهٌ » < 7 را؛ نقطهُ صفر (یا ریشة) تابع (۲)2 < ن گویند. 


حد یک تابع و پیوستگی تابع در یک نقطه با درک 
شهودی 

برای درک مفهوم حد یک تابع وقتی که ضابطهٌ آن داده شده باشد» به 
این مثال‌ها توجه کنید. 

مثال ۱. تبع با ضابلءأ1 < 1 در نقطه » <- 2 چه رفتاری دارد؟ 


اف‌تانیس تقسییر بر قیفز نی نداد بیع افز تلم پا الا 
> و باید شرط کرد * 2. 

1 نمی‌تواند برابر صفر باشد. این درست! ولی وقتی 7 به صفر نزدیک 
می‌شود» مقدار تاپم به جه عددی نزدیک می‌شود؟ 

می‌دانیم ؛ تراخی اقا تب ۶و داریم 27 < 2 افیا اقا ضا ۳ داریم 
7 << |2]. بنابراین» ناچاريم دو حالت مختلف در نظر بگیریم. 

۱ ۰ < 7 هر عددی باشد (کوجک یا بزرگ) ؛ به‌دست می‌آید : 


‌ بل ۳ ِ تَ 
ا > [ برای هر مقدار مثبت 7 پرابر ۱ و برای هر مقدار منفی 7 
رابر ۱-- است. یعنی اگر 2 مقدار مثبتی باشد و به صفر نزدیک شود در 
هر حال برای ۰۷ مقدار ۱ به‌دست می‌آید و اگر 7 مقداری منفی باشد و 
به صفر نزدیک شود مقدار ۷ پرابر ۱ - می‌شود. در ریاضیات معمول شده 
است بگویند : اک 2 از سمبکه رازه به آن نزدیک شود ۱ 796 اکن زا 
سمت جب 3 به آن نزدیک سود بر ابر | -- تا به‌زیان دفق‌تر : حد راست 
1 ۲ ی 

تا < لا در نقطه » << 2 برابر ۱ و حد چپ ان در اين نقطه برابر ۱- 


ات جح زود و ۱ و حد 


جت [ ۳ و بت 


٩ شکل‎ 


نمودار تابع در شکل ٩‏ داده شده‌است. تابم در نقطه ۰ ح- 2 معنا 
ندارد [به‌همین مناسبت روی نمودار نقطه‌های (۰,۱) و (۱-,ه) با دایره‌ای 
توخالی نشان داده شده‌است» یعنی این نقطه‌ها جزو نمودار نبستند]. درضمن 
در نمودار در نقطة ۰ < :2 یک جدایی پدید آمده استت: اگر روی نیم خط 
پایین (برای » > ت) از چپ به راست حرکت کنیم» هرقدر به » < 7 
نزدیک شویم» تازمانی که ۰ ع< 2 است. مقدار ۱- < 1 به‌دست می‌آید. 


ولی به‌محض این که به » < 7 برسیم » از نمودار جدا می‌شویم و برای ادامه 


۱۳۳ 


حرکت»باید روی نیم‌خط بالا حرکت کنیم. گویند تابع 1 < ا در نقطه 


۵ ح رن ناییوسته (یا کیسیتته) اتشگ: نمودار تابع در تمام نقطه‌ها یه هم پیوند 
دارد؛» به‌جز در نقطه ۰ < ۲. در این نقطه تأپع بیوسته نیست. 


۳ 
سل نك ای ۸ 
2 ۰ < ۰1 در نقطه » << 7 جه وضعی 


ال ۲. تابع با ضابطه 
دارد؟ 
حل. » ع< :2» زیرا مخرج نمی‌تواند برابر صفر باشد. ولی با شرط 
ه عد :۰2 می‌توان کسر را ساده کرد (وقتی 7 برابر صفر باشد. نمی‌توان کسر 
را ساده کرد؛ زیرا صورت و مخرج یک کسر را نمی‌توان بر صفر بخش کرد) : 
۱ ۳ ۱ ۳ 
(۰ گ :2) ۳ سر کت بر 


ط 
جم 4 2۲ 
نمودار تابم پا ضابطة 7-۱ < ۷ یک خط راست است. ولی ۳ ۷ 


در نقطهٌ » << 7 معنی ندارد. بنابراین نمودار آن عبارت است از خط راست 
 < 7 +۱‏ به‌جز نقطهٌ (۰,۱) (شکل ۱۰). روی شکل دیده می‌شود؛ 
وقتی روی نیم‌خط راست ۰۸۷ به نقطهٌ ۸ نزدیک شویم (یعنی 7 را از سمت 
مقدارهای منفی به صفر نزدیک کنیم) ) مقدار 1 به عدد ۱ نزدیک می‌ شود 


وشیزن 


قز اکن خوج نیم حط راست ۸ به نقطه ۸۸ نزدیک شویم باژ هم مقدار 


1 به ۱ نزدیک می‌شود: 


از تج 
ولی مقدار ۷ در خود نقطه » < 7 معنی ندارد. پس 
حد چپ و حد راست ‏ در نقطة ۰ < 7 برابر واحد است» ولی در 
خود نقطه » < ۶ معنی ندارد. 
مخال ۳. تبع با ضابطهُ 2 صج) رو در نقطةٌ 5 -< 7 چه وضعی دارد؟ 
حل. به شکل ۱۱ توجه کنید. اگر کمان ۸۸ را (در ربع اول دایر 
مثلئاتی) 7 فرض کنیم؛ هرجه نقطهٌ ۰/۷ انتهای کمان ۰۸۸۷ به نقطه ۲۶ 


199 ۹ سا ۳ 5 
3 -ِ« ۳ نزدیک شود مقدار ۸7( 27) بزرگتر می‌شود (شکل ۱۱): 


0 << ۲ (21] حلد 
شیر 


سب سیر 


همچنین اگر * - ۰۸/۱ آذوفت با نزدیک شدن ۷۲۱ به نقط و 


مقدار 1 211 به‌سمت بی‌نهایت منقی می ر ود . 


و در خود نقطه کل یعنی برای ی 2 ( ) مقدار 1 21 معنی ندارد. 


7 : 
در نقطه 7 < ۰2 حد چپ و حد راست تابع 2 121 متفاوت است و 


در خود نقطةٌ > هم :۵ 42 معنا ندارد. 

تعریف. تابع با ضابطة (2)] < ۰۷ وقتی در نقطه .2 < 7 بیوسته 
است که حد چپ وحد راست تابع با مقدار خود تابع در نقطة .2 < 5 برابر 
باشد. به‌این‌ترتیب : 

اگر در نقطةُ .2 < ) تابع بی‌معنا باشد در اين نقطه ناپیوسته است؛ 

اگر در نقطه ,۰ < 2 تابع معنا داشته‌باشد» ولی حد چپ و حد راست 
آن برابر تباشد» ناییوسته است ؛ 

اگر مقدار تابع در نقطةٌ ,2 < 5 با حد راست (يا حد چپ) آن برابر 
باشد» ولی با حد چپ (یا راست) آن یکی نباشد. تابع در این نقطه ناپیوسته 
است. 

مثال ۴. تابع با ضابطة [:2] < لا و نقطهٌ 7 < 2( 6 ۰) را در نظر 
می‌گيريم. آیا تابع در اين نقطه پیوسته است؟ 

حل. به‌ازای 7 < 2 داریم 7 < [. اگر 7-6 < 2 (۱ > ع > ۰) 
آن‌وقت ۱ - ۰ ع ل. اگر ع + 7 < 2 (۱ > 5 > ۰). آن‌وقت 7 ع< (. 
اگر فرض کنیم (:)/  <‏ داریم: 


(ها ‏ برع (هاگ حد را -« ع (ه)۶_حد 


مثال ۵. برای تابع باضابطهُ (60592)ع۱/۱0 < 9 دامنه و برد را بیدا 


صك روسن کنیل این تابم 5۳ همه نقطه‌هایی که و حجه د دارد ؛ نایبوسته ۲ 


۱08)605 2 < ۰ 


ولی می‌دانيم ۸ ۱08 برای ۱ < ۸ برابر صفر و برای ۱ < ۸ برابر مفدار 
مثبت است. پس باید داشته باشیم : 


۱ < 7 205 
ولی 2 005 نمی‌تواند بزرکتر از ۱ باشد. بتابراین به‌دست می‌اآید : 
ره ۱ ۳ :اه و ون 


2 با برابری ۲/7۲ < 2,(2 ع ) مشخص می‌شود و خود تابع تنها یک 
مقدار را فبول می‌کند (ه ت 1 تابع در همه نقطه‌هایی که ورجود دارد ؛ بعنی 


یه ی ی وین از 


مثال ۶. ثابت کنید تابع با ضابطةٌ ۲ + ۳2 < ل در نقطةٌ ۱ < :و 


حل. اگر (2)  <‏ فرض کنیم» روشن است که 
۵ - (۱) 


می‌خواهيم حد چپ و حد راست (1)2 را در نقطه ۱ ح< 7 بیدا کنیم. 
2 0 را عددی بسیار کو جک می‌گيريم. داریم : 


1) -۵( < ۳/۱ ۵,( + ۲ -- ۵ - ۳۵ 


هرچه ۵ را کوچکتر بگيريم؛ مقدار 2 به ۱ (از سمت چپ) نزدیکتر می‌شود. 


۵ < (۲۵ - ۵) حلٍ < (ه - ۲۱ حل < (2)]_حد 


ات ۱ چب ب 


0 ۲۵ ۶ ۵) خقل ‏ ( + ین ی 
نمودار تبع » یک خحط راست است و به‌طور عینی ۴ روی شکل دیده 
می‌شود » تابم ۲ ۲۰٩‏ < ۷ در همه نقطه‌های خود (و ازجمله نقطة ۱ -<- 2) 
7 ۱ ۲ 
مثال ۷. حد چپ و حد راست تابع با ضابطة سس  <‏ را در 


۱۲۳۸ 


حل. برای ۱ 3 داریم [۱ 5 ح< ۱ | درنتیجه با فرضص 
۱ 7 داریم: 


۱ ۱ 
تاپع در نقطه ۱ < 7 معنا ندارد؛ حد چپ تابع در اين نقطه برابر -- و 


حد راست آن برابر 1 است. نمودار این تأبع را خودتان رسم کنید. 

برخی ویژگی‌های مربوط به حد را؛ بدون اثبات» یادآوری می‌کنيم : 

۱( حد مجموع جبری دو یا چند تابم» برابر است با مجموع جبری 
حدهای ال‌ها: 


ر) حد - ار حد + 4 حد < () - ۲ + ۸)حد 


۲( حل حاصل ضرب دو با چند تابع برابر انتننف با حاصل‌ضرب حد‌های 
آن‌ها : 
حد 7 ۸ حد - ۲ ۳4 ۸ )حد 


۳( حد خارج: قسیقتتا دو تابع» به‌شرط صفر نبودن مخرج؛ پرابر خارج فسمت 


(ه غد جر ) - [2) حد 


8 صورت‌های مبهم 


۱ حالت -. می‌دانيم اگر برای چندجمله‌ای (2) داشته باشیم 
زر به‌معنای آن است که جندجمله‌ای (2)[ بر ۰ - 2 بخش‌پذیر 


اسشیتتا. پتانراق» اگفن کسر ِ ۳ 


در حالتی که (2)/ و (۰9)2 چندجمله‌ای باشند» به‌معنای آن است که 
صورت و مخرج کسر ‏ را می‌توان بر ۰ - 7 تقسیم کرد. ولی این تقسیم 
وقتی ممکن است که ,7 7 7 (چون صورت و مخرج یک کسر را بر صفر 
نمی‌توان تقسیم کرذ)ء چنین کسری بهازای ,8 عت نا به‌ضوریت: - دزنی‌آید 
و بنابراین» معنا ندارد. ولی اگر .2 2۶ ۰2 آن‌وقت می‌توان کسر را ساده کرد 
وه سپس (اگر لازم باشد)» حد کسر را وقتی :2 به‌سمت ,2 میل می‌کنده 
به‌دست اآورد. 


۳ 
| - و 


مقال ۱ + مطلوب استتا میحاسة مینست 
بت ۳ ال ۲ ۳۲ 


حل. کسر به‌ازای 1 ات 7 معنا ندارد زیرا به‌صو رت درمی‌آید و تقسیم 
بر صفر لیی‌ معی 2 و با شرط ۱ رن می‌توان کسر را ساده گرخ: 
داریم : 


5 (۱ + بو + ۱()2۲ - ت) ار 

سوت آیو۳) ند (و- آو۴) ۰ ۲ مت و۵ - و۳ و۴ 
(۱ 2-1 د ۱()۲ - و) 

۴۵ ۱ ۱۳۵+ ۲( 

0 و + آ یو 5 (۱ 4 +4 ۱()۵ -ه) 


ن قس و و۴ (۲ + ۷۵+ ۱()۴۵ - 2) ۱ 


۱۳9 


وقتی 7 به ۱ نزدیک شود (چه از سمت چپ و چه از سمت راست)؛ حد 
کسر اصلی با حد کسر ساده‌شده یکی است. بنابراین 


۳۳ 7 ۳ 
دم دس 


۴ ۲ ولا ارم ات از پیت ال ات۳ ۳ 


بادداشت. وفنی با لیم جند‌جمله‌ای (2) ۳ بخش‌پذیر شتا 


با روش ساده‌ای می‌توان (2)/ را تجزیه و عامل ۵ - 2 را ظاهر کرد. به این 
نموه توجه کنید. 


بس 9 ۳ ۳ 
ی اس سکس و ولیراس ک 
۲" سب ۷ د نل 


حل. چندجمله‌ای با ضریب‌های درست 


۳-۹ 
"و ند ۲ ون 


اس روز دك 


۳۹ ريشه درسسا داشته باشد این ریشه ) زر از بخشیاب‌های لد / اسیتا: 
فر ضص کنمد ا رل ند درست 0 یت ۳ یکی اژ ریشه‌های آپن جند‌جمله‌ای باشد) 


یعنی ه ع< ۸ < 2 این جندجمله‌ای را برابر صفر کند: 
م | رو ...9۸۳۲ + ره 
با تقسیم دو طرف برابری بر عدد ۸ به‌دست می‌آید : 
(ه عد ۸ ) رک مب اب 0۸ 


0 ۱ و ۲۲ (ضریب‌های جندجمله‌ای) عد‌دهای درستی فستند) از را 


۱۳۱ 


در کسر ۰ مقدار ثابت مخرج؛ پرابر است با ۲ -- ۰ عدد ۲ - بر 2-۱ و 
۲ بخش‌پذیر است. با آزمایش معلوم می‌شود که تنها ۲- -< 7 چندجمله‌ای 
مخرج را صفر می‌کند. اگر کسر ساده‌شدنی باشد. باید ۲- < ۰7 صورت ۷ 
را صفر کند و آزمایش نشان می‌دهد که به‌واقع» ۲- < 7 ریشه‌ای از صورت 
کسر ۷ است. ه‌این ترتیب صورت و مخرح دارای عامل ۲ + 7 هستند. این 
عامل را ابتدا در صورت کسر ظاهر می‌کنيم. 


را به‌صورت 


نخستین جملهٌ صورت یعنی "1 


۲۱ + )۲ 
می‌نویسیم. در این جا؛ به‌حای ۳2 1 در جندجمله‌ای و جو د دارد ۲2 
نوشته‌ايم. باید "2 را به آن اضافه کنیم : 
(۲ + 2/2 + (۲ + )2 


(توجه کردید: به‌جای 7۳ نوشتیم (۲ +4 )5). مابه ۵2- نیاز داریم 
ولی نوشته‌ايم ۲2 باید ۷2- را به‌دنبال آن بنویسیم که آن را به‌صورت 
(۲ + )۷ می‌نویسیم و عبارت صورت کسر 1 چنین می‌شود: 

"+۳۲ - ۵ - ۱۴ < 7) + ۲( + 2) 4+ ۲( - 


(۷- 2 + ۲()۵۲ + ت) - (۲ + ۷)2- 
به‌همین ترتیب؛ عامل ۲ ۰ 7 را در چندجمله‌ای مخرج هم ظاهر می‌کنيم : 
- (۲ + )۴2 + (۲ + )۲۵۲ - (۲ )اه < ۲ - ۷+ و 
(۱ - ۴۵ + ۲۵۲ - ۲()2 + 2) > (۲ +4) - 
و کسر ۰۷ با شرط ۳-- ۶ 2 به‌این صورت ساده می‌شود: 


۷- 2 + آ ون ۳ ( ۷ - چ ‏ ۳۳/9 سل 2 ۳ 
۴۵-۸ + ۲۵ - و (۱- ۴۵ + ۲۵۲ - ۲()2۵۲ + ه) 


۱۳ 


۳ اگر می‌خواستیم حد ا/ا را وفتی بل به سمت ۳ میل می‌کند ؛ بددست 
آوریم : 


1 ۱ 
۲ 


٩‏ تولف ایا کر سس سم 

۲ وفتی‌که در حالت ِ صورت با مخرج يا هر دو عبارت‌هایی گیگ 
باشند. در این حالت؛ برای رفع ابهام باید در آغاز» صورت یا مخرج را 
(هرکدام که گنگ باشند) و يا هردو را (اگر هم صورت و هم مخرج گنگ 
است) گویا کرد. با چند نموئه» حالت‌های مختلف را روشن مي‌کنيم. 

مثال ۳. ۱۳ را اه کل تس حد . 

۱ یم ۲ب زو 

حل. این کسر به‌ازای ۲ < 2 به‌صورت 2 درمی‌آید. برای رفع ابهام؛ در 

آغاز صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت ضرب می‌کنیم؛ تا صورت 


کسر گویا شود: 


# +۱۳۵ + ۷2۲ + ۶()۶۵ + ۱۳2 + ۷/2۲ ۳ ) ِ_- 
۰۰ (۶-+۱۳۵4+ 2) - :۹2 
۱۳۵-۶ - و۸ 5 
(۶ 2۳۲۱۳۵ +6۳۵( - ان 
سل تسس 
(۶ ۱۳۵4+ ۰۷2۲+ ۲()۳۵ + ۲()۵ -ه) ‏ 


ص۱۳ 
رز ۳۳ 5 


سس 


۱۳۳ 


که اگر ۲ < 7 بگيريم (یعنی در وانع 2 را به‌سمت ۲ میل دهیم)» حد کسر 
به‌دست می‌آید و اگر کسر را [ بنامیم. 


۱۹ 
رو قل 


77 ات 
1 ی ۲ سب لو اپ 
مثال ۴ . مطلوب اسس‌ سس حد . 
مطلود ۲۵۷۳ ات 
حل. صورت و مخرج. به‌ازای ۱ < 5 برابر صفر می‌شوند. صورت و 
مخرج کسر را هم در مزدوج صورت و هم در مزدوج مخرج ؛ یعنی در 


)/2 + ۳ + 2 + ۱()۷/۲۰ +۷ + ۳( 


ضرب می‌کنيم ) به‌این‌صورت درمی‌آید : 
(۳ + ۷+ ۲()/۲۸ + ۱()2 - 5) - 
(۱ +4 +4+۳ ۰ ۱()۷ - ۲)2 
که با حذف ۱ - 7 از صورت و مخرح (بافرض ۱ ع 2) و سپس میل " 
به‌سمت ۱ (یعنی در واقع قرار دادن ۱ < 2) به‌دست می‌آید : 


اتب ۱۳۶ 
۳ ۳ - ۷+ ۰/۲۵ مت 
۱ ۱ 

مثال ۵. مطلوب است محاسبة سس رد 

حل. چون کسر به‌ازای ۳ < 5 به‌صورت ِ درمی‌آید؛ باید ابتدا مخرج 
کسر را گویا کرد 

مخرج کسر به‌صورت 0 - ۵/. است. برای این‌که جملةٌ گنگ از ريشة 
سوم آزاد شود باید آن را در عبارت "نا + 0 + ۷/۵۲ ضنزپ کرج: بتابزاین 


۱۳۴ 


ضربت می‌کنيم ؛ کسر به‌این صو رت درمی‌آید : 


 - ۲۲ - ۳()۱/)2 + ۵(۲ + ۲۷۰+ ۵ + ۴(‏ ه) 


۸ -(۵ + 7) 
که پس از ساده کردن جنین می‌شود : 
(۴ + ۵ + ۲۷۵ + ۵(۲ + ۱()۷)2 + ۳()2 - 2) 
۳ ول 
را به‌سمت ۳ میل می‌دهیم؛ به‌دست می‌آید : 


ده ی ۲و 


,سس بل 
و ۷۳۳ ۱/۲ ۳ب بل 


۳۸ 


( 0 1 ۹ 
۳ حالت ی بیش از همه یاداور می‌ شویم ) وفتی با بی جند‌جمله‌ای 
سروکار داشته‌باشيم» حد عبارت» وفتی 7 به‌سمت 60 پا 00 - میل می‌کند؛ 
نبا رگتزین فرجف رگن انسقه: ذوواقای: فرکن کایزا 


اي رس ۲ص وق :ون ۶( ۳۱ 


اگر در اين چندجمله‌ای» از جمله با بزرگترین درجه فاکتور بگیریم : 


171 تب 0 2 
8 سب بدا دا دب +۱4] ۵2۳ <- (۳)2 
2 ۱ موم و 035 


جمله اول) به‌سمت صفر میل می‌کنند. بنابراین 


(۳م) حد - (ج)/ حد 


ری 4 چب 1 سپ حل- چسب رز 


۱۳۵ 


تن ۱ زا ۱ لش 1 
با این مقدمه به‌سادگی می‌توان کسرهای به‌صورت حح را» وقتی صورت و 


مخرج کسر چندجمله‌ای هستند» رفع ابهام کرد. 
۱ ۲ 
مثال ۶. مطلوب است ۱۳ 
۲ + ۳ - اون ده 


حل. باتوجه به آن‌چه هم‌اکنون گفتیم داریم : 


5 ۱ ۲۵ ت ۳2 


با حذف 7 از صورت و مخرج و باتوجه به این‌که حد کسر + ج (وفتی » 
شددی ثابت باشد و 2 به‌سمت بی‌نهایت میل کند؛ نمی اه مق ی 
۹ ۱ ۱ 

برابر م می‌شود» یعنی» وقتی صورت و مخرج یک کسر هم‌درجه باشند با 

صورت به ضریب بزرگترین درجه مخرج می‌شود. 
اه ی تا و نف نم 
3 ۲ ی ۳1 ۳ 

وقتی 1-00 ب- . 


لب 


حل. دیدیم » اگر" ۲۲ حب 47۲۸ آن‌وقت /1 سحل 
0 


جح ع- بب بر 


اگر < 77 (یعنی مخرج؛ درجه بزرگتری داشته باشد) آن‌وقت 


۱۳۴ 


یعنی» وقتی درجهُ صورت کسر از درجة مخرج آن کوچکتر باشد» حد کسر 
برابر صفر است (وقتی 100 جب- :2). 
اگر * > 7 حد کسر منجر به اين حد می‌شود. با شرط » < ۲ 
داریم : 
(۲ - 
(۱بد ۳۶« 


۱ 
3 
۱ 


وم 1 وم 


۷ سل 
-- 


2 2 سل سس ۷ 


ح 
۱ 
3 
۱ 


۰ ۳2 


مثال ۸. دا ۱۳ وفتی 


ند بت و 
حل. 7 نمی‌تواند منفی باشد» جون دراین‌ ضورت ۱/۳ و ۱/2 مقدارهایی 
موهومی می‌شوند. به‌همین مناسبت 7 تنها می‌تواند به‌سمت ۳50 میل کند. 
بزرگترین درجه را در صورت کسر جملةٌ 2 و در مخرج کسر جملة 
۳ دارد» یعتی صورت و مخرح هم‌درجه‌اند و حد کسر برابر بت ضریب 
بزرگترین درجه صورت بر ضریب بزرگترین درجه مخرج می‌شود : 


+ ۱۷/۳2 ۱ 


میسن نیت مک خن اند ای 
۲ - و /: مح+جنر 

۴ حالت 00 - م. دوباره یادآوری می‌کنيم : 

۱) اگر در یک چندجمله‌ای نسبت به متغیر ۰2 مقدار 2 به‌سمت بی‌نهایت 
(0ع+ يا ۵0-) میل کند. حد عبارت با حد.جملهٌ بزرگترین درجه» یکی 
ای 

۲ اگر در یک چندجمله‌ای نسبت به متغیر :» دو جمله وجود داشته 
باشد» که درجه آن‌ها بزرگترین و باهم برابر باشد» وقتی 2 به‌سمت بی‌نهایت 
میل کند» حد عبارت با حد جملهٌ بزرگترین درجه‌ای که ضرب آن از لحاظ 


قدرمطلق بیشتر است؛ برابر افتنگا: 


۱۳۷ 


مثال .٩‏ مطلوب است محاسبة (۳ + ۰/۲ - 2) حد . 


لین ۳۳ ین 


حل. جملةٌ » با درجة ۱ و جملً ۳ 7/۲2 با درجة 3 است» بنابرین 


400 < یسب (۳ + ۲ - 1 ) حد 


من + ب رل 


مثال ۰۱۰ مطلوب است محاسبة (۱ + ۳2 + ۲2۲ با 
حل. جملهٌ 2 از درجه اول و جملهٌ ۱ + ۲ + ۲۸۲ /*- هم از درجة 
اول ا تا ولی دز اولی ضصریب 3 برانر ۱ و در دومی برابر ۲/*- است و 
وم < (۱ 4 ۳ 4 ۲۵۲/-) حد ‏ << (۱ +4 ۳ +4 ۲۵۲ /-:2) حد 
یج << چب ن 


یم سل چ و 


یادداشت. اگر در یک عبارت بیش از دو جمله وجود داشته باشد که 
بزرگترین درجةٌ عبارت را نسبت به متغیر 2 تشکیل دهند؛ باید ضریب‌های آن 
را جمع جبری کرد و علامت حاصل‌جمم را ملاک قرار داد. 

مثال ۰.۱۱ مطلوب است محاسبة 


(۳ + ۲-۰۷۵۲ + 1۱۷/۲ ) حد 


یج له چب و 


حل. سك حمله سا 7 سل ی ۲ ۳ + ۵2 سس از درحه اول‌اند ؛ 
ضریب‌های این جمله‌های درجه اول» به‌ترتیب برابرند با ۰+۱ ۱+ و ۷۵- 


و مجموع جبری آن‌ها؛ یعنی ۷/۵ - ۲ عددی منفی است» بنابراین 


مم- - (۳ +4 ۲-۰۷۵۲ 4 ۷/۲ + ج) حد 


تج ط ب ۱ 


مثال ۱۲. مطلوب است (۱ + 2 + ۷/۴2۲ - ۲2) حد . 


حل. در این‌جا جمله‌های ۲2 و ۱ 4 2 + ۰/۴۸۲ هردو از درجه اول 
۴ با ضریب‌های برابر (از لیحاظ قدرمطلق) نت روسن امسر وفتی سك 


۱۳۸ 


مقداری منفی باشد ه شب ۳1 و هم ۱ 2 4 ۴۲/-_ مقدارهایی منفی 


می‌شوند» پس 


۱ + و + ۰/۴۵۲ - ۲2) حد 


زج - بت بل 


( < -0 


ولی وقتی 7 به‌سمت 00+ میل کند» به‌صورت 00- 60 درمی‌آید و دو 
جمله از لحاظ درجه و قدرمطلق ضریب‌ها؛ هیچ مزیتی بر یکدیگر ندارند. 
در این حالت» باید مخرجی برابر واحد برای عبارت در نظر گرفت و؛ سیس 
صورت کسر را گویا کرد. اگر عبارت را 1 بنامیم» داریم : 


۲ -۰۷/۴۵۲ +۵4۱ 


(۱ + و + ۱۷/۴۵۲ + ۱()۲۵ + 2 + ۴۲ 
ان (4۱ + ۴2۲) - ۲۵۲ 

1 بد ود اند دود درو 

صورت و مخرج کسر از درجه اول‌اند» ضریب 7 در صورت کسر برابر ۱- 

و در مخرج کسر برابر (۰۷/۴+ ۲) یعنی ۴ است» پس 


۱ 
حد (۱ + و + ۴۵۲ /+ - :۲۵) حد 


۷ ۴ 


مخال ۳ مطلوبت ییا 
+ نا 


سس 


حل. وفتی 2 به‌سمت 00 میل کند» با صورت مبهم برخورد نمی‌کنيم 
و به‌روشنی داریم: 


تن 1 ب بل . 


۱۳۹ 


ولی وفتی تلا بهسمت لاس میل کند ) عبارت به‌صو رت مهم یش سل یش سه 
درمی‌آید. اگر عبارت را با مخرج واحد در نظر بگيريم و صورت و مخرج را 
دز مردح صورت صرب کنیم به برس داریم : 


| - لا -س 


۵2-۲ ۱/2۲ - و مه 


سل . ح- 


صریب 1 در صورت کسر برایر ۵ - است ) ولی برای ضریب 1 در محرح 

کسر باید توجه داشت که 7 مقداری منفی است (جون 5 به‌سمت 00- میل 

مر کند). وفتی ۵ 2 آن‌وقت را داح ۱ و ضریب 7 در مخرح کسر 
۵ سس 

۳۵9 2 + :2 ) حد 

یادداشت. در این گوئه حالت‌ها (یعنی وقتی 60- «- 2 و درضمن 

عبارت اصلی به‌صورت 00 - 00 درمی‌آید)؛ بهتر است» برای جلوگیری از 
اشتباه» در صورت و مخرج از بزرگترین درجه 2 فاکتور بگیریم. 


۱۳۵ 


: یی ۵ 
و روش است» وقتی مقدار 2 به‌سمت 00- میل کند» کسر برابر >- 
می‌شود. 

مثال ۱۴. مطلوب است محاسبة ( 7 ۱ سه او آبوی) مج 


مج جسوو ‏ 
حل. اگر عبارت مفروض را ۷ بنامیم به‌ثرئیب داریم : 


یا 
( ۶ +۲2۲۱ + هلو + ( ۲۵+ ه)2()۷ -۱- ۲۵ + آرو/) 
له تن ری ۱(۲ - ۲ 1 ۱/)2:۲ 


زد 2( 


پسسسسس تسس 
+ ۱ ۳۵ 9 (۱ - ۳8۲ ۲ نو )/ 


۱۳۱ 


و بنابراین ۱ عم حد . توجه کردید» برای گوپا کردن صورت کسر ۰۷ 


تین سب چ پل 


از این اتحاد استفاده کردیم : 
ه- ۵ - و دقن + که( --ع) 
مثال ۱۵ مطلرب است محاسبه 


رل 
وم ب بل 


) ٩/2۳ + ۲و۳‎ - ۲ ۱ - 2( 


حل. وفتی 7 به‌سمت 00- میل کند؛ پاسخ به‌روشنی معلوم ات : 


و +4 حد ( - 7 بز ت اجز۳ 4 0۳/2 حل 


مج ب یو 


ولی وقتی 0+ + باید از گویا کردن استفاده کنیم. عبارت را ۷ 
می‌نامیم ؛ داریم : 


۲ ۱ ۲۵ ۳۵ درل 
م ۱4 ۸ ۲8 - ۳۲۲ + آو/ 


(2۲ +۱ + ۲۵ ۳۵۳ + ۲و/۰)( + ۲۱ - ۳۲ + اج ۷( 


۱ ۲ 
ما شید ۱۳ اه 
| ۳ 


#7 ی ) 
کج ۹ 


۳ ۱ س__ 
تاپراین: جک ز سل (چون.۰ ح< ند (مم اج وا ی 9۲ ۷ 


یج 4 چب بو 


برابر :2 می‌شوند). 


تمرین‌ها 
۹ حد این تابع‌ها را پیدا کنید : 


۵-۱ + ۳7۲ 
0ج ب ۱ ۰ اجه 
۲ سل ۷ ۲ 
ام و ,سس 
۳ 
ا اد 8 
۱ سب ۴2۶ 
01 بت و  -‏ 
اب 0 
۱ ۱ تست جوم 
00۱ بت 3 بت 
3 1 ۲ 
۷ 
۱ 4۳ ص 
۳00 #- ۳ 
0 ۷ 
0 جب- لا , 7 ح- 
لد ۲ ت و۴ 
٩‏ خب ۲ب 
۳ ب و ۳ 
3 1 
۲ تست و نت و 
دز : 7 ۳ 
۱ 2 
۱ ۹ 
۳ ب ۲ ۲ ت 


اف مرت اه ب. اه ۱ 
و 
اد یلولس سا 


۱/۲ + ۴ - ۲ 


تست 22 ( 1۱ 


۰ب بل 


5 
۲- ۲ 1 4 ۷/۴ 
۰ ب ۲ سس - | (۱۲ 
۱ 4 ۱ 
۱ - ۰/۱ 2 + ۱ 
لا بي ۱۷ 
دب 
۲ - ۲۲ +4 ۷ - آ د 2 +۷۱ 
۰ بت ل ,سسس_ج(۱۴۳ 
۲7 - او 
1 (۱۵ 
(۱۶ 


۰ این حدها را محاسبه کنید: 


۸4۳-۰ + ۲و 
۱ ۱ 
ان | -- بل 


.0 جبب و ,۲ ۷ ۴2 د ۲و 


چب و 


:200 جب ۳ .2 - ۳2۲ + ٩/2۲‏ 1 (۳ 
ز00 4 چبت لو رت ول - ۱ + :2 + 2 ۷ << (۴ 
«مم جب و رآ - ۱/2۲ - 5 < نز (۵ 
۲ ۱ (۶ 
دج * از 
۲ ۱ ۱ )۷ 
‌ دس کت ح_ ۱ 
۳ وک * 


وف 


بمم چ و و۴ رد۱ 25 ۷ << (۸ 
دمم بت و ۱ ات ۲ ۲ج + ۷/۲۵۲ << ۷ ٩(‏ 


,مو جب یج را کنو 4 ۷2۲ - 2 < [ (۱۱ 
مج و وس ۲ - ۴۲ + ۵ < را (۱۲ 
۱ مطلوت است محاسبة 
٩‏ ,71 
ی س 
(۱ - :۱(۰۰۰/۰/۵ - ۵ /۱()۰۹ - ۱()/2 - 2 /) ۱جستو 
۲۳ تابع‌های با ضابطهٌ مفروض» در چه نقطه‌هایی ناییوسته‌اند؟ حد 


۱ سب و 


۱ ۱ 
۷۳ 2 << (۱ 
۲ ۳ 
ات بل تب 
۰ : + 2 ۸ ۴۱ دس - ۳۱۷ 
۲ - :]۲ ۱ ۲ + ۷ - آ 
۰ > 2 2 511 ۱ + 712 
و 5 ] - (هار ( ات - و (ه 


۱ 1 0 ۲ 


که 28 518 + ۱۱| ۵ ۱۰| .. 86 209 
8111 لد ۱ | 59 - ۱ | 7 1 ۱ و 


٩11 ۸ 8‏ ۱ ۱ [ 
گو 2 زر ۱ وان ۱ ) - و۸ 
:| ۸۵ ِ 


+ به‌یاری تعریف حد دنباله‌ها» ثابت کنید حد دنباله 


۱۴۵ 


پزاتر البست.نا ۷: 


+ عظاوب ات ای 3 ت حد . 


۵ این حدها را بیدا کنید : 


20 2 11 ۳ 

اند حد (۲ ۱ #9 
2 81۳ 27-۰ تن 
۳ ۳ ۱ ۲ و 

۲ ۱ 5111 جر ۴۶۱ ۱ ات 8 جر .اس 
۰ زو سین ۲ ۰ اجستو 


سس سل | 


9 - ۲۲ زو لا ۱ « نو 


۶( 
۷ ۳۹ 609 1 - 2 ۱ 


دج وج 


۱ 3 0 (2 -- ۱ ) حد 


1 
(- | ۲۵0 ۲۸ صجه حد (۸ 


| بو ٩)‏ 
هم ...۱ 
رس فان ( و۴۱ 
2 و - ۱ »بت 


1 17 27 
ات ۱ که مه مه | حد (۴۱۱ 
[) چا ,۲۲ 


۱/۵ / / 


۲ ۷ 


از ۳۱ 


بت وم 


۱۳۶ 


۶ 7 و ۲7 را طوری دا کنید که داشته‌باسيم : 
۲ 
| سد. ک | 
له و ۱ حل 
و ۱ هدجس 


۷ و 4 را طوری بیدا کنید که تابع با ضابطه 


مدع 5-۱ 
| نت ز) - | +ه < () ل 
(۰ > 2) ۲ + [2 


در نقطه » < 7 پیوسته باشد. |»| به‌معنای قدرمطلق » و [0] به‌معنای بخش 
درست الق .. ۶ اشتگا. 


۸ 7 و 7 را طوری بیدا کنید که تابع با ضابطه 


(3 < ه) 05 41 ۵ 


2 > 7-) 7 27 5۹1 ۲۳۵ و٩‏ < (2) 
ك_ ۳ 7 [8[1 ۲ - 


در نقطه‌های ج < 2 و 7- < 8 پیوسته باشد. 
۹ ۰ ۱9 و 4 را طوری بیدا کنید که داشته باشیم : 


ره بت (و د اد و ۲و 9 
مس( وم - ۱ له - 2:۲ /5) 0 


۰ مطلوب است محاسبٌ 


۲ و ج بل 
11 


۱۳۷ 


و ب رب 


3ص برای دنباله‌ای با جمله عمومی ,2 می‌دانيم : و 2 رت حلد 


نت ۳ 
ثابت کنید: 
۲۰۰۰ ۲ ۳ 27۱ ۹ 


11 لت) +[ 


* ۰۸۳ برای دنبالة با جملهة عمومی 


ثابت کنید: مه دارای حدی است که از ۲ کوچکتر ولی از ٩‏ /۱ بزرگتر 


۱ ۱ 
۴ 7 ایا ۳ بر » و نج دارد؟ ۸ یعی بخش درست لد گر . 
۲+ ۳۵ آ و 27۳ ۴ - [ تَ] 
۱ - ۱/2 | چس رز 2 


۱۴۸ 


۳ مشتق 


58 مقدارهای بسیار کوچک 

۱ تا این‌جا بارها به جمله‌هایی برخوردیم که در آن‌ها» از مقدارهای 
بسیار کوچک يا بی‌نهایت کوچک‌ها صحبت شده بود. وقتی 2 را به‌سمت ۲ 
بل می‌دمی »نی ریت آف وبا عه بسا رکه می‌گتريم. زنط نز 
از ؟ باشد و به‌سمت ۲ میل کند» این بی‌نهایت کوچک مقداری مثبت است 
و در حالتی که 27 از ۲ کوچکتر باشد و به‌سمت ۲ میل کند» این اختلاف 
هنقی است. 

رون است که در برابر عددهای معمولی؛ می‌توان از بی‌نهایت کوچک‌ها 
صرف‌نظر کرد در واقع اگر داشته باشیم : 

۱ 


9 


۵ - ما ب ۵۰۵ /ه د و۱ << م6 


می‌توانيم درعمل و ۱ » و ۵ < 0 به‌حساب آوریم. ولی اگر عدد بی‌نهایت 
کوچک را در عدد معمولی ضرب کنیم» یک بی‌نهایت کوچک به‌دست می‌آید : 


ححد و و ۱ ۳4 
۱ ۱ 


خن 


۱۴۹ 


که عددی بسیار کوچک است. باید مواظب باشیم که از نقسیم دو عدد بسیار 


کوجک بر یکدیگر) ممکن است نتیجه‌ای به‌دست آید که نتوان از آن صرف‌نظر 
۱ ۱ ۱ 
کرد. اگر تا 0 < 0 آنوقت 


و روشن است که عدد ۱۰۰ قابل صرف‌نظر کردن نیست. 

۲ مقایسه بی‌نهایت کوچک‌ها. اگر داشته باشیم ۰۱ /۰ < 2 آن‌وقت 
اوه ز(ه << 2۲ 7 عدد کوچکی است؛ ولی 2 خیلی کوخکتر از آن 
است. اگر ء را بی‌نهایت کوچک (در اصطلاح ریاضی: بی‌نهایت کوچک 
مرتبةٌ اول) فرض کنیم» "6 بی‌نهایت کوچک مرتبةٌ دوم» 2۳ بی‌نهایت کوچک 
مرتبه سوم و ... و 6۳ بی‌نهایت کوچک مرتبهٌ ام است و؛ در شرایط 
معمولی؛ در برابر هر بی‌نهایت کوچک. از بی‌نهایت کوچک‌های مرتبه بالاتر 
می‌توان صرف‌نظر کرد. 

وقتی می‌گویید» فاصلهٌ بین دو شهر ۱۰۰۰ کیلومتر ات چه‌بسا از 
دازا وا جع آن رفظ خاتت: ذیرا مه بر سب واینا: 


و۱ 


۱ هِ 
دو شهر و ۱۰۰۰ متر حس آن است و در محاسبه‌های تقریبی می‌توان از 
آن‌ها صرف‌نظر کرد. ولی اگر بخواهید طول یک خیابان را اندازه بگیرید دیگر 
از »۱۰ متر و ۱۰۰۰ متر نمی‌توان گذشت. عددها در مقايسهةٌ با یکدیگر؛ 
وضم خود را روشن می‌کنند که کدام‌یک را نسبت به دیگران» می‌توان کوچک 
و فقابل کشت دانسسته: 

و وفتی در ریاضیات با متغیری مثل 7 سروکار داشته باشیم مقدار بسیار 
کوچک آن را با ۸۵2 نشان می‌دهند. ۰۸2 یعنی بخش بسیار کوجکی از 
3 گاه لازم می‌شود» متغیر 2 را به‌اندازهٌ بسیار کوچکی زیاد کنیم» یعنی 


۱ ۵ ۵ 


ب‌صورت ۸۵ + 27 درآوریم. در این‌صورت گویند: به 2 نموی به‌انداز؛ ۸۵ 
داده‌ایم : نو 2۶ اسیخ: 


نع اي 


0|<1ط| ,ره ع|ط| ,ره < 9 


اگر قاعدهٌ ۸7 را اندکی بزرگتر کنیم و به‌اندازهُ ۸۵۵ نمو دهیم (شکل 
۲ به‌شرطی که زاویة ۸ تغبیر نکند و همان ۳۰ درجه باقی بماند؛ ضلم 
را هب نموی به‌اندازه /۸۱۱ بیدا می‌کند. 


شکل ۲ ۱ 


همین‌طور استنت + ولی بین 1۷ و ۸ رابطه‌ای وجرد دارد (زیا 1 و 1 

به‌هم مربوط بودند). اگر مثلث کوچکی را که در راس () تشکیل شده است؛ 
در نظر بگیریم به‌روشنی به‌دست می‌آید : 

"1 ۱ 

۳- حت ۰ ۳۵ 81 ح. سب 

2 #۷ 


هرچه ۵ را کوچکتر بگيريم این نسبت به‌هم نمی‌خورد و هميشه برقرار 


مثال ۰۳ مربعی به ضلع برابر 2 در نظر می‌گيريم و مساحت آن را 5 
می‌نامیم. اگر ضلع مربع را به‌اندازُ ۸۵2 نمو دهیم» مساحت آن تغییر می‌کند 


۱ ۵۸ 


۲ به‌اندازه ۸ نمو می‌کند (شکل 9 


۵(۲ + ه) < ۵ +9 ره - 5 


به‌سادگی می‌توان ۸5 را محاسبه کرد : 

۸5 < ۲۸۰۸۵۰ + )۵2(" (۱) 

در برابری (۰)۱ جملة "(۵2) به‌شرطی که ۸۵2 خیلی کوچک باشد» نسبت 
به جملهٌ ۵2 ۰ ۰۲2 بی‌نهایت کوچکی از مرتبهٌ دوم و قابل حذف است. ولی 
از بت و را فا کنیم» مطلپ زوشوتر می‌فند: 


۱ ۵ 
۵۵ ۲ ۲2 < مر 


می‌بينيم که از ۵2 (که در مقایسه با ۲2 خیلی کوچک است) می‌توان 
صرف‌نظر کرد. در واقم 


اشتباه نکنید: ۸۵2 پعنی مقدار کوجکی از ۰2 یعنی نموی برای :2. ۸ 


به‌معنای ۸ ضرب در 7 نیست. ۸ را از 2 نمی‌توان جدا کرد. 


۱ 


۳ چرا به‌نسبت بی‌نهایت کوچک‌ها نیاز داریم؟ با اتومبیل از نقطهٌُ ۸4 
به نقطه کل که ۱۲ کیلومتر باهم فاصله دارند» می‌روید. بعد از نیم ساعت 
(۳۰ دقیقه) به مقصد می‌رسید» یعنی میانگین سرعت اتومبیل شما برابر 
ه ۵ ۱۲۵۰ 

۳ 


(متر در دققه) ۳ نت 


يا ۲۴ کیلومتر در ساعت است. آیا به‌وافع در تمامی مسیر» سرعت اتومبیل 
شما برابر ۲۴ کیلومتر در ساعت بوده‌است؟ اکر ضمن راه گابه‌گاه به 
سرعت‌سنج اتومییل توجه می‌کردید: مثرجه می‌شدید که» به‌تقریب در طر 
لحظه؛ سرعت اتومبیل شما با سرعت ۲۳ کیلومتر در ساعت فرق می‌کرد. ۲۴ 
کیلومتر در ساعت؛ میانگین سرعت اتومبیل در نمام راه است و با سرعت آن 
در لحظه‌های مختلف متفاوت است. بسیار پیش می‌آید که نیاز پیدا می‌کنيم» 
سرعت منحرکی را در لحظه خاصی در اختبار داشته‌باشيم. برای این منظور؛ 
فاصله زمانی بسیار کوجکی را» که به لحظه زمانی مورد نظر ما نزدیک باشد. 
در نظر می‌گیرند و فاصله‌ای را که متحرک در این زمان بسیار کوچک بیموده 
است؛ محاسبه می‌کنند؛ در این صورت میانگین سرعت در این فاصله زمانی 
سییار گوچنک»به سرعی لفظه‌ای که به ان زازمننیم اغیلی نردیک غراهد 
بو د. 

به زبان ریاضیء اگر زمان را متغیر و فاصله‌ای را که بیموده شده‌است 
تابع بنامیم» باید به متغیر نموی داد درنتیجه نموی برای تابع به‌دست می‌آید 
نسبت نمو تابع به نمو متغیر را (به‌شرطی که نمو متغیر را خیلی کوچک 
بگیریم» یعنی به‌سمت صفر میل دهیم) حساب می‌کنيم حد این نسبت مقدار 
ضرعت را وز له مووه نظر بهتا می‌بهد. به‌عقالی ترجه کدی 

مثال ۳. سنگی که از بلندی رها شود؛ باتوجه به کشش زمین» به‌طرف 
بایین می‌اید. اگر ‏ را نمایندهٌ زمان (برحسب ثانیه) و 4 را نماینده فاصله‌ای 
که سنگ. از لحظٌ رها شدن پیموده است» فرض کنیم؛ بین * و رابطه‌ای 


۱۵۳ 


وجرد دارد که به‌تفریب جچنین است: 
"اه < #8 


شما جلو یکی از پنجره‌های طبقه‌های پایین برجی ایستاده‌اید. سنگی که از 
بالای برج رها کرده‌اند» درست بعد از ۲ تانبه از جلو چشم سما می‌گذرد ۳ 
به‌طرف بایین هی ز ود . می‌خواهیم سرعت سنلگ ر در لحظه‌ای که ازجلو بنجره 
شما گذشته است؛ پیدا کنیم. 
حل. باید. زمان بسیار کوچکی (۵1) بعد از ۳ انیه اول در نظر بگیریم 
و ببینيم در این فاصله زمانی کوتاه؛ سنثگ جه مسافتی را پیموده است ۸۵0۱ ). 
می‌آید و روشن است. هرچه ۸۵6 را کوچکتر بگيريم؛ این سرعت میانگین؛ 
به‌سرعتا ستنگ در لحظه‌ای که اژ جلو بنچره گذشته انتت نزدیکتر هی سود . 
بنابراین؛ برای این‌که سرعت سنگ را در همان لحظه لازم به‌دست آوریم» باید 
زا 4 . ۱ 
سح نست 7 را وفتی 0 ب- ا پیدا کنیم. به محاسبه می‌پرداريم : نت 


بعد از ۲ انبه به‌اندازه 


موه است : ببینیم مسافتی که سنگ بعد از (۵ + ۳) تاه پیموده ؛ جقدر 


امنت: 
۵)۵(۲ + ۳۰۵۲ + ۴۵ < 5۷(۲ + ۵/۳ < ۵3 +14 
بنابراین؛ در فاصلهٌ زمانی ۰/۲ سنگ به‌اندازه 


(متر) ۵(۲) + ۲۰۵۶ < ۸0 


پیموده است. برای پیدا کردن سرعت میانگین در فاصلهٌ زمانی ۰۵7 باید 
۱ 0 
ی ور را محاسبه کنیم : 

۸ 


1 م۳٩‏ ست سس 
ك 13 


وفتی . ه ۳ ۸۵ به‌دست آوریم: 


ی +1 ۵ :| ۵ حد ح سس حد 
(متر در ثانیه) ۲۰ را وجیشا ۸۲ «ماض 


سنگ» ۳ انیه بعد از رها شدن» یعنی در لحظه‌ای که از جلو چشم شما 
گلشته است» ثانه‌ای ۳۵ مغر سرعت داشته: است: 

ایساک نیوتون دانشمند انگلیسی که در سال‌های بین ۱۶۴۳ تا ۱۷۲۷ 
میلادی زندگی می‌کرد؛ با تکیه بر همین روش: به محاسبه سرعت‌های لحظه‌ای 
(از آن‌جمله. سرعت‌های سیاره‌ها و ستارگان) برداخت. 


8 مشتق 

۱ ورود به مطلب. در ریاضیات» به سرعت و يا پدیده‌های دیگری که 
موجب پیدایش مسیر تازه‌ای در محاسبه شد. کار ندارند و مساله را» به‌صورتی 
کلی و با زبان ریاضی مطرح می‌کنند. 

در مثال ۳ دیدیم. مسافتی را که سنگ ضمن سقوط خود می‌پیماید 


می‌توان با برابری تقریبی "۵ < 4 بیدا کرد. قانون سقوط آزاد جسم را 
گالیله (۱۶۴۲-۱۵۶۴ میلادی) بیدا کرد و رابطهٌ دقیق آن چنین است : 


۱ 
از 
۷ 


۱ ۵ ۵ 


که در آن و عددی ثابت و مربوط به میزان کشش زمین در هر نقطه و به‌تقریب 
تام 32 تیه اگر زاویٌ حادهٌ مثلث راست گوشه‌ای را 0 و ضلم مجاور 
به اين زاویه (و مجاور زاویهُ قائمه) را 2 بگیریم» می‌توان مساحت مثلث را 
با پرابری 


٩ وج؟-‎ 


بیان کرد که در آن) 0 217 مقدار نایتی است که ید وع 2 لنش ۱ پگ دارد. 
وقتی یک چسسم در حال حرکت است. دارای انرژی است و انرژی آن با 
برابری 

اتت ن 

(۳(-س << , 

۲ 

معن می‌شود که در آن ؛ 11 مقداری ثابت استک (جرم جسم) و 1 سرعت 
آن. مقدار حرارتی که» ضمن عبور برق تولید می‌شود. از رابطة 


۱۲ 
۳۷ ح 
9 0 


دددست می‌آید ؛ که در آن 1 مقاومت سیم ۴۲ مقداری ثابت )۴ 1 معرف ژمانی 
این‌ها رابطه‌هایی است مربوط به مکانیک؛ هندسه و فیزیک. ولی در 
ریاضیات» یک دستور را در نظر می‌گیرند: 
- ح< 
۳ ‌ 
که در آن» » مقداری ثابت» 7 متغیر مستقل و متغیر تابع است. هر 
نتیجه‌ای که در ریاضیات دربارة دستور اخیر» یعنی 0 9 تست 


۲ 
آوریم می‌تواند در همه حالت‌های کاربردی پیشین مورد استفاده قرار گیرد. 


۱۵۶ 


کار ریاضیات طرح تعریف‌های کلی و نتیجه‌گیری‌های کلی است؛ بدون 
این‌که به حالت‌های کاربردی آن‌ها نظر داشته باشد. ولی در عمل همه این 
تعریف‌ها و نتبجه‌گیری‌ها در زمینه‌های مختلف و دانش‌های مختلف» کاربرد 
خود را بیدا می‌کنند. 

۲ تعریف مشتق. تابع (2) < [ را» که در باز؛ُ (,۵) معین است؛ 
در نظر می‌گيريم. نقطه دلخواه (6,0) ع 7 را انتخاب می‌کنيم و در این نقطه 
نمو ۸۵2 را طوری در نظر می‌گیريم که ۸2 + 7 در بازه (6,6) واقع باشد. 


به‌این ترتیب؛ برای /1 هم نمو 


۸۷ < ۲) + 52( - )( 


1 : ۸ ط 


اگر برای نسبت _ وقتی ۰ ب- ۰(۵ و )۰ حدی وجود 


داشته باشد» این حد را مستق (2) در نقطه ۷۳ گویند و به‌صورت با 


(۳2 نشان می‌دهند (- را بخوانید: مشتق ۷ نسبت به 2+ اغلب اندیس 7 


را رنمی‌نویسند» ولی اکر عشتق نسیت به متغیری غیر از *:باشد» باید اندیش 


آن نوشته شود تا معلوم باشد مشتق نسبت به چه متغیری است). بنابراین 


۱۳0( (۰ و ۵۵) سم حدم < از 


4 بت امس06 
۳ ۵ چب بو بل ۱ 1 

اگر همه مقدارهای 2 از بازهٌ (,6) را که در آن‌ها (9 1 وجود دارد» در 
نظر بگیریم» می‌بینیم که هر نقطة 2 متناظر است با مقدار معینی از (2)"/. 
بنابراین (7) ۰ تابعی از متغیر # است که از روی تابع (2)] و به‌یاری 


۱ ۵۷ 


دستور (۱) به‌دست می‌اید. برای محاسبهٌ مشتق» هميشه به‌حالت مبهم ۰ 
برخورد می‌کنیم. 

پیدا کردن مشتق یک تابع را» مشق گیری گویند. 

یادداشت. 1 را به‌صورت 71 هم نشان می‌دهند. در این صورت» :02 
را دیفرانسیل 7 و 4۷ را دیفرانسیل 7 گویند و داریم : 


3 را < را 


مثال مشتق تابع آ» > نو را در نقطةٌ 3 > 2 به‌دست آورید. 


حل. بنابر تعریف مشتق داریم 


سس ِ سس 


۵2(۲) + ۸2 ۰ ۲ بر ۲ - (۵۵ + ت) پا 


۸۵۶ ۵ جب نش 5 ۸۳ « ب- ۲7 5 
۲۵ - (۸۵۵ + ۲۵) بحد ‏ 
وج 2۳ ول 


به‌این ترتیسم به‌دست آمد: ۲ < ۷. به‌کمک این نتیجه» می‌توان مقدار 
مشتق را در هر نقطه‌ای پیدا کرد. درضمن به‌ازای < 8 به‌دست می‌آید : 
۲ 

به‌زودی خواهیم دید که مفهوم مشتق» این امکان را به‌ما می‌دهد که رفتار 
تابم را بررسی کنیم. در واقع» مشتق ابزاری است برای بررسی تابع. 

و1۹ تعبیر هندسی مشتق. مفهوم مماس بر یک منحنی را به‌یاد می‌آوريم. 
,۰ را نقطه‌ای از یک منحنی پیوسته (نمودار یک تابم پیوسته) فرض کنید. 
از نقطةٌ ۰/۷۲۰ خط راست ۷۰/۷ را طوری رسم می‌کنيم که منحنی را در 
نقطهٌ دیگر ۸۲ قطع کند (شکل ۱۴). اگر نقطهُ ۸ را در طول منحنی؛ به 
۰ نزدیک کنیم» آن‌وقت خط راست ۲ دور ,۸۷۲ می‌جرخد و در حد 
خود (یعنی وقتی ۸۷۲ به ۸۲۰ برسد)) به مماس در نقطه ۸1۰ تبدیل می‌شود: 


۱۵۸ 


شکل ۱۴ شکل ۱۵ 


مماس بر منحنی در نقطةٌ ۰1/۰ به خط راستی گفته می‌شود که در حالت 
حدی قاطم ۲ باشد. وقتی که نقطهٌ ۸ روی منحنی به‌سمت ۷۰ 
خرکاظا کنن. 

توجه داشته باشید که با این تعریف: الف) ممکن است خط راست 
مماس؛ در نقطهٌ تماس از منحنی عبور کند؛ مثل محور 7 که مماس بر 
منحنی ۶ ع لا ذر مبداه مختصات است (شکل ۱۵)؛ ب) مماس ممکن 
است نقطه‌های مشترک دیگری هم با منحنی داشته باشد مثل خط راست 
! < ره که بر نمودار تابع 2 910 < 7 در بی‌نهایت نقطه مماس است (شکل 
۶). 


۱ ۵٩ 


۴ ۳ محو زر 7 که در مىلاء مرختصات ۳ نمودار تابم ۲ و ۷ 


مماس و در نقطهٌ (۰ ,۳-)۸4 آن را قطع کرده است (شکل ۱۷)؛ 


شکل ۱۷ 


3 مماس ممکن است وجود نداشته باشد. مثل نقطهٌ .۸۷ در روی 
نمودار | < 1 (شکل ۱۸). در راقع روی این نمودار» اگر نقطه ۸ از 
سمت چپ به .۷۲ نزدیک شود. خط راست .//,] به‌دست می‌آید و اگر از 
سمت راست ۷۲,۰ به آن نزدیک شود؛ در حد خط راست ,۸۷ ۷ را به ما 


و۱۶ 


این تعریف مماس را؛ برای نقطهٌ (.۷ ,۷/۰/2۰ واقع بر نمودار تابع 
(2) 1 به‌کار می‌بریم (شکل ٩‏ را ببینید). روی نمودار؛ نقطه دیگری 
مثل (۷ + .2,۱ + 12۰ را در نظر می‌گيريم و قاطع ۸,۸ را رسم 
می‌کنيم. » را زاویه‌ای می‌گيريم که خط راست ۷,۸ با جهت مثبت محور 
2 می‌سازد. در این صورت وقتی ,۸ «- ۷ با به‌زبان دیگر ه ب 2 
آن‌وقت ه +- ۵ و روشن است که 


0 < ۵ (۲( 


۸ 


که در آن» م زاویه‌ای است که مماس ۸2.7 با 2() می‌سازد. همچنین 


(۳( م طعا < (به حد )جدعا ع بو جع حد 

و چس رل وج با 
در شکل ۱٩‏ می‌توان یقن ۳ جی: منود (که در ال ع و ۸۳ 
۲ ۴ ۸ 
می‌توانند مثبت يا منفی باشند)» در این صورت. رابطٌ (۳) را می‌توان 
این‌طور نوشت : 
9 سس حد < مه ۵1 


یعنی» مشتق تابع (2)] < ن در نقطهُ (۷۰ ,۰۷۲۰/2۰ برابر است با تانژانت 
زاویه‌ای که مماس در این نقطه با محور 2() می‌سازد؛ به‌زبان دیگر» مشتق 
تابم (۴)2  <‏ در نقطهُ ,۰۸۲ برابر است با ضریب زاویة مماس در این 

روشن است که علامت ضریب زاویهُ مماس بر نمودار تابع» به صعودی 
یا نزولی بودن تابع بستگی دارد. در شکل ۰۲۰ نمودار تابعی صعودی داده 
شده است. در این حالت ۰ < ۰ ۲28 و بنابراین » < #. در شکل ۰۱۵ 
با نمودار تابعی صعودی سروکار داریم که در آن » < (۰)/. سرانجام؛ در 
شکل ۰۲۱ نمودار تابعی نزولی داده شده است که در آن ۰ > . 


۱۶ 


به‌این‌ترنیب» شرط لازم برای تابع صعودی يا تابع نزولی به‌دست می‌آید : 

اگر تابعی در یک بازه صعودی باشد. مشتق آن در اين بازه نامنفی است. 
همچنین» اگر تابع در بازه‌ای نزولی باشد. مشتق آن دز این بازه نامشت است. 

در واقع » در تعریف تابم صعودی دیده‌ايم که؛ اگر به 7 مقداری مشت 
اضافه کنیم؛ به 7 هم مقداری مثبت اضافه می‌شود و اگر به 2 مقداری منفی 
اضافه کنیم به 7 هم مقداری منفی اضافه می‌شود» یعنی باید ۸۵22 و ۸۵۷ 
هم‌علامت باشند که درنتیجه 


۸ «صووض 


به‌همین ترتیب؛ برای تاپع نزولی» ۸۵2 و ۰۷ علامت‌هایی مخالف هم دارند 
و دریتیجه 


2۷ 
۵ > سس تنل بسا 
۸ و۸ ۷ 


در نقط به‌طول > . 
حل. در مثال ۴ دیدیم که مشتق "2 < ( در نقطهٌ > < 7 برابر است 


با ۱. بناپراین مماس بر نمودار تابع در این نقطه» ضریب زاویه‌ای برابر ۱ دارد 


۱۶۳ 


۱ ۱ 9 
درضمن نقطه به طول يپ که بر نمودار باشد» عرضی برابر دارد. یک نقطه 
۴ ضریب زاو به حول راست مماس معلوم انتتنک : معادله آن به‌سادگی ده د شنت 


و ح ۱ - ۳۵ - ۳2 جچت | - 
مسا زبس و۱ 
1 
مثال ۰۶ مماسی بر نمودار تابع "2  <‏ رسم کرده‌ايم که بر خط راست 
<< ۲۷ -- 1 عمود شده است. مختصات نقطه تماس را بیدا کنید. 
حل. حط راست عمود بر 8 حس - و ضصریب ژاویه‌ای برابر ۲ س 
دارد (جرا؟). بنابراین نو تأبم در نقطه تماس (یعنی مستق تابم به‌ازای 
طول نقطهٌ تماس) باید برابر ۲-- باشد. باتوجه به مثال ۰۴ مشتق 2۲ < # 


به‌صورت ۲ < ان درمی‌آید و داریم : 
(طول نقطه تماس) ۱-  <‏ چ ۳۲- < ۲2 


با در دست داشتن طول نقطه‌ای از نمودار» می‌توان عرضص آن را به‌دست آورد. 
پاسخ . نقطه تماس : (۱ ,۱-) آر. 


۱۶۳ 


۲ تغییر مشتق در مکانیک. پیش از اين» در مثال ۰۳ راه‌حل مساله‌ای را 
برای پیدا کردن سرعت لحفه‌ای دیدیم. اکنون مطلب را دقیق‌تر و در حالت 
کلی بررسی مي‌کنيم. 

مساله مربوط به تعیین سرعت نقطه‌ای را در نظر می‌گيريم که در طول 
یک خط راست حرکت می‌کند. اگر مسافتی را که نقطه می‌بیماید با 4 نشان 
دهیم» روشن است که 4 تابعی است از زمان / 


فرض کنیم» نقطه مفروض در لحظة 7 در وضع 4 باشد (شکل ۲۳). 
بعد از زمان کوچکی مثل ۵۸۶ نقطه در وضم ۸۵ + قرار می‌گیرد که 
در آن؛ ۸۵0 فاصله‌ای است که نقطه در زمان ۸۵۷ می‌یماید. نسبت گ 
وقتی ۰ «- اش معرف سرعت لحظه‌ای نقطه» در لحظ؛ زمانی 7 است. ولی 


بنابراین» از دیدگاه مکانیک» مشتق فاصله نسبت به زمان؛ در نقطه‌ای از 
مسیر» سرعت لحظه‌ای را در اين نقطه بیان می‌کند. 
ها وجود مشتق و پیوستگی تابع . پیش از این » مفهوم تاپع بیوسته ۳ 


۱۶۴ 


دیده‌ايم. وجود مشتق. به ما امکان می‌دهد ویژگی‌های تازه‌ای از تابع را پیدا 
کنيم که به پیوستگی تابع مربوط می‌شود. ببينيم چه رابطه‌ای بین مشتق‌پذیر 
بودن تابم در یک نقطه با وگن آن در این نقطه وجود دارد؟ 

پیش از همه یادآور می‌شویم که هر تابع پیوسته‌ای» مشتق‌پذیر نیست. 
برای نمونه تابع با ضابطهُ |2|  <‏ را در نظر بگیرید. اين تابع در نقطة 
۰ < 7 بیوسته است؛ ولی در این نقطه مشتق ندارد» زیرا نمودار تابع در نقطه 
» < ۰2 دارای مماس نبست (شکل ۱۸ را ببینید). ولی اين فضیه درست 
استث : 

قضیه. اگر تابع (2)/ < ل در نقطه 2 دارای مشتق باشد (به‌شرطی که 
مشتق به‌سمت بی‌نهایت میل نکند)» آذوقت (7)] در این نقطه پیوسته است. 


عد اثمالت . بنابر شرط فضیه داریم : 


۵5 لب ۳ 
سا هب توش 


پتابر تعریف حد؛ باید داشته باشیم : 


۵ 4 ۱۱۸ جح را چد یبن + را ِِ 
که در آن ۵ مقدار بی‌نهایت کوچکی است که بستگی به ۸ دارد و وقتی 
ه ب ۵2 ۵ هم به‌سمت صفر میل می‌کند. یعتی ۰۵32 بی‌نهایت 
گزچکی, با مرت بالاثر» نسبت به بی‌نهایث کوچک *۵-است. از این‌جا 
روشن می‌شود؛ وقتی ۵2 به سمت صفر میل کند» لا۵ هم به سمت صفر 
میل می‌کند و؛ بنابراین؛ (7)2 < ( در نقطه 2 پیوسته است. 

۶ قانون‌های مشتق‌گیری. ‏ فانون‌های مشتق‌گیری را برای تابع‌های 
مقدماتی می‌آوريم. 


۱۶۵ 


6 عددی ثابت است. اگر تابع را به‌صورت 6 + ۰2 <- ل بنویسیم داریم : 


2 < (ا۵ چد عم +۸۵2(4 + :)۰ < باطظ + ۷ 


ِ ۸ 
از ان‌جا: هه جح تست حد <- ز . این نتیجه را به‌یاری نمودا توان 
ر ال ی ل ,این نشیچه را به‌پاری سمردار هم می‌نوا 


نطه این خط راست بر خود » < ۷ منطبق است و خط راست موازی :۰2:2 
زاویه‌ای برابر صفر با 02 می‌سازد و ۰ < ۰ 27؛ پعنی ه < ا. 


با وه ۲ ور + جع د و - (و۵ + ج) ۵ 


۱ - 7 )۲۱ 
- وس( .چاو هی لا تا 
سس سل يم لت 7 . و7 ۷۳۹۳۰ سل سس ۳( سس 
و بنابراین 
_ ۵۷ مر ,۸ 
۰ ج وش 


اگر 70 عددی طبیعی باشد. برای 2۳ < ل داريم 72۳-۰ < . ولی 
با استدلالی ظریف‌تر (و البته دشوارتر) می‌توان ثابت کرد که برای هر عدد 
حفیفی *77 این نتیجه گیری درست است و ما در این‌جا؛ آن را بدون اثنات 
می‌پدیریم. 

مثال ۷. مشتق این تابع‌ها را؛به‌دست آورید : 


۲ 2 لا (- <۲(۷ ز" 2 <(۱ 
۳ 


۱۶۶ 


حل. ده ترلسبا داریم : 


رک اب رس سیر سا 
رس معا وچ لصا ۶ (۲ 
رن نرب 
۱ ۱ ۲ ۰ 
سب به ۱:۵۳ | سس ] و مش نو سورد مم اظ 
۳7 ۴ ۳ 1 1 ف ۳ 


مذال ۸ مشتق تابع‌های ۱ ور ۳) ند را عدسشت آورید: 
این تابع‌ها در جه بازه‌ای صعودی‌اند؛ مماس بر نمودار این تابع‌ها در مداء 
مختصات جه وضعی دارد؟ 

حل. ۱) داریم: ۳2۳ < "ل. مقدار مشتق برای هم عددهای حقیقی؛ 
بهجز » < ۰2 مثبت و بنابراین تابع 27 ع< 7 تابعی صعودی است. چون 
برای » << 7 داريم ۰ < ۰ بنابراین ضریب زاویه مماس بر منحنی در مبداء 
مختصات برابر صفر و خود مماس بر محور 2 منطبق است؛ 


۳ 
بر > ۶و به‌این ترتیب ۰ < (۰)/2 یعنی ۰/2  <‏ تابعی 


صعو دی اسست. تابم ۳/2 حت با در بازه (مم ,]| 1 است ؛ بنابراین برای 
6 < ۰37 تنها دربارهة مشتق راست در این نقطه می‌توان صحبت کرد و 


ب بو 


۱ 
۳/2 


محور در ملاع مختصات ( نفطه آغاز نمودار) ) بر نمودار ۷/۹ سس 4 


۱۶۷ 


شکل ۲۳ 


۳( مت مجمو ع؛ تفاضل» حاصل ضرب ۲ خارج‌فسمت دو تابع . ( )1 
و (2) را دو تابع مشتق‌پذیر (و بنابراین پیوسته) فرض می‌کنیم. وفتی 1 
به‌اندازه 7 نمو کند » نمو ۸ برای و نمو 1 برای 0 به‌دست می‌آید 


و البته 
۱ ۸ ۸ 
اوح سب احد ورر عدا سس حد 
۸ 3 ۸ » ب 2۳ بل 


الف) برای ۷ 1 ۷  <‏ داریم : 
و۵ + بط ع< (ه + ) - ((وظ + ) 1 (بظ + | ع روص 


دو طرف برابری را بر ۸۵ تقسیم می‌کنيم و به‌سمت حد می‌رویم : 


۸۲ ۹ ۸ ۳۹ _ ۵۷ ۳۹ 
۸۰ ۳ بش 7۲ مه موش 


وبا وا بجع و بآ 
برای نمونه برای او او داریم - ۵۲ .ور 
ب) )۰0 (2)* << #. به‌دست. می‌آید : 


مخ ۵۱۰ + بخ ۱۰ 4 ۰۵ ع یه - (وظ 41 ۸()0 ۱۱4) ح< ۸۳۷ 


۸ ای ۸ ۸ 11 
ال سا نس ان 7 سد سب . 1 سب ی سل 
مه موش 4۵۲ دم 0۲ ۰« توش هه 


۱۶,۸ 


۷ بت به ۸۵5 بی‌نهایت کوچکی از مرتبهُ بالاتر است و بنابراین 


۰ ۱۱۸ 
#« 
2 ۰مبوخ 
درنتیجه خواهیم داشت : "0 + ه ۰ ره < (9 ۰ ). 
به‌عنوان نتیجه‌ای از این قانون با فرض ثابت بودن ۰6 داریم : 


باه ع ها + باه ع (یاه) 


یعنی ضریب ثابت تابع را» می‌توان در مشتق تابع ضرب کرد. 
مثال ۰٩‏ مطلوب است مشتق :۱(۰/2 + 27) < (. 
حل. داریم : 


< (۱()۷/۵ + 2) +4 ۱۳۷۵+ ه) < ۱۷2+ 2)| 
۱ ۵۲ ۱ 
۳ بسن تول فستی له ی ۰ ۶ من 
به‌دست می‌اید (ه عه (2)) : 
را ۰ ۱۱۰۱۱ 39 ۷۸ + ۸ 


مر ی رس نگ 
( ۵۱ 4 )۱۱ و وه برس ۷ 


و یا» پس از تقسیم دو طرف بر ۸2 و بافرض ه ج- ۸۵2 : 


(1 1 ۸14 
ع ای 8 تا 1 
ان پر وج بر ۸ 
)1 7 ۸:۰ 


0 ۳ ۱ 
۴ 7۲۱ سه ((. و[ 1 
و از آن‌جا سسسست ح اب 


۱۶۹ 


۲۸۲ 4 ۱ 
۳ 


مثال ۰۱۰ مطلوب است مشتق تابع 
حل. بنابر قانون مشتق‌گیری از کسر داریم : 
()(۱ +۲۸) - ۰۵ (۱ +4 ۲2) _, 
۳ ۷ 
( 2) 
۳ ۴۶ 5 ۱۳۰۳2 + ۲۵) - "۲ 5 


۳ و که 
2 2 


۴ مشتق تابع مرکب. تابع ((2)) < لا را در نظر می‌گيريم. اگر 
فرض کنیم (2)م < ۰ تابع را می‌توان این‌طور نوشت : 


(2)م < ۶ ,()] < ۷ 


این برابری روشن است : 


/۸ ۰-3 ۸۷ 
۵ ۸ ۸۶ 
و بنابراین 
یت 3 جع پب لا حد _ 2۷ حد -< از 
۸ و پب و ([۸۵ و چ و ال ۲ 1 وچ( با ۳ 


مثال ۰۱۱ مطلوب است محاسبهٌ مشق ۰/2(۲ + 5) < (. 
حل. اگر ۰/2 + 2  <‏ بگیريم به‌دست می‌آید : 


2 + 2 < زا << ۱ 


بنابراین 


.ِ1 ۲۹/2 ۱ 
۰( 27 #۷ کِ ( + ۷ اد .۲ را 
#/۲ ( م # << بولا 


۱۷ 


یادداشت. یادآوری می‌کنيم که درعمل» نیازی به انتخاب تأاپم کمکی 14 
نیست و می‌توان به‌طور مستقیم مشتق را محاسبه کرد. به‌عنوان نمونه برای تابع 
 < )2 + ۲2 + ۴(‏ داریم : 
ح< (۳ + ۴()۲۵ +4 ۳ + ۲/۵۲ < ۴۲ +4 ۳2۶+ ۴()۵۲ + ۳۲۵+ ۲۵۲ < لا 
۴ 1 ۲۴ + ۱۸۲ 1 و۴ 
۵ مشتق عکس تابع. تابع (2)] < ۷ را مشتق‌پذیر و (۱)۷"[  <‏ 


را تابع معکوس آن می‌گيريم. جون تأبع (۷) 1 << 1 پیوسته ایک و 
۳ اد ت شا 
۰ < ,1 پس می‌توان نوشت 


۱ و ۷ رد 
7 ات 7 تن ۵2 ۰ ۸ 
۵ 


به‌عنو ال‌نمونه » عکس‌تابع ۱/2 #عارت است از ۷ 2( نم 1 و 
چون ۲۷ < رن پس 
1 
: تتسد ۷ 
2 ۲۷ 


به‌صورت پارامتری 
(9)1 < ۷ ,(ا)م > 2 
داده شده باشد. این برابری روشن است : 
اد بط با 
۵ ۸ ۸5 
که اگر » +- ۵۰ به‌این‌صورت درمی‌آید : 
۲ 
کت 
و 


۱۷ 


مثال. ۱۲ ." مشتق.. را محاسبه کنید؛ به‌شرطی که داشته باشیم : 


حل. داریم : 


۱ ت۳۱ سر ۱ 
1 


۱ ری 
۱) ۱ ۲( + ۱) 


و بنابراین برای .1 خواهیم داشت : 


۷) محاسبه ۷ وفتی ۷ برحسب 7 داده نشده باسشل : اگر معادله‌ای 
بداصورت 
۰ < (2,۷)[ 
داده شده باشد و نتوانیم را برحسب 7 محاسبه کنیم؛ از دو طرف برابری 
نسبت به 2 مشتق می‌گيريم (که البته باید 7 را تابعی از 2 به‌حساب آورد) و 
سپس دز برابری حاصل؛ /1 را لاه د سستا می‌آوريم. 
ال ۰۱۳ و را محاسبه کید؛ ب‌شرطی که داشتهباشیم 


حل. از دو طرف برابری نسبت به 2 مشتق می‌گیریم : 


۳ - | / / ۱ / 
سس دج ه < ۲۷۷ + ۲ - ۲0۷ + :۲2 
۷ 


۱۷۳ 


ار 
ست- [[81:] 


۸۳3 : 
۱ | +ع| ۵ ۲ << 9 510 - (2ظ + )19و ع باظ۸ 


(از اتحاد : وزو : " 08 ۲ < و زو - ۵ 0و استفاده کرده‌ایم). 
بنابراین 
ف‌ ۱ 
یت بم| سرا 
7 ۳ ۱ ۳ 
ی 
٩11 0‏ 


که باتوجه ره این که !| سب 2 ۱ ی ۵ به‌دستا من از 


3 . 
] 511۳ ۱ 
57 << سا ۳۳ حد ۱ 
7۸7 ۰ 2 | 5 ! 
از داشته‌یاث و ع لا آنرفت « ومع -<- ۱ 
بر داسته‌باسیم 7 511 < ۰1 انوفت ۲ 605 < /1. 
) 8 05 عه 1 را ۲۳ ۱ 
ب) 2 605 < را به‌صورت | 5 ۶ | 318  <‏ می‌نویسیم. درنتیجه 


7 . ۲ 7 ۱ 
3 << كٍِ» 110 ۰ تا 9 


17 
در واقع 2 + << گرفتيم و از قانون مشتق تابع مرکب استفاده کردیم. 


3 اصِ ی 
ج‌ ۳ 570 ۳ ۳ باید از کسر مشتق بگیریم : 


2 (ه ومم) - جوم ۰( طاو) 


۰ 0 
نب ولان) 


وش 


ال لب 


2 وزه 5 2 وم . 9 "هلو 2٩4+‏ وم 
2 2 605 2 "و0 
یعنی برای 7 121 < ۷ به‌دست می‌آید : 7 2۲ + ۱ << "را. 
به‌همین‌ترتیب» برای 8 601  <‏ داریم : (2 ایام + ۱)- < و. 


۳7 ] 
مثال ۱۴. مطلوب است محاسبة مین 3 - و 
۲ 085 ۲ -- ۱ 


حل. به‌ترتیب داریم : 
(ه هو ۲ +۱ همه ۲ - ۱) - (هقمه ۲ - ۱) ۲۵۸۵  )۱+‏ , 
(ه طز۲۵ +2)۱ ۲۵۵ - (هعمه ۲ - 20۱ ومع ۲ 


)۱ - ۲ 609 2(" 


تست 
سسسسسات. 


مثال ۱۵. مطلوب است مشنق تابم ۵ 69 < . 

حل. به‌ترتیب داریم : 

(۴۵()۴۵ زو )۴2 وم ۳ < (۴ ۴2/6۵۵ "وم ۳ < زا 
2 517 ۴2 605 ۱۲- - 


0 
شتق‌های مرتب بالاتر. اگر از مشتق یک تابع» دوباره مشتق بگیریم 
فشتق مرتبة دوم را به‌دست آورده‌ايم که با "7 نشان داده می‌شود. برای مثال 
۰ - 7 ووع ‏ 2 518 << | 
0 - 2 605 << ۷ 


۱ ِ 
 < - 511 7 - 08 7 


۱۷۴ 


به‌همین‌ترتیب می‌توان مشتق مرتبة سوم (0۳) و مرتبه‌های بالاتر را به‌دست 


آورد. 


یادداشت. برای مشتق‌های مرتبة اول؛ مرتبه دوم و مرتبة سوم از نمادهای 
"۷ ۳ و 1/۳ استفاده می‌شود؛ ولی برای مشتق‌های مرتبه‌های بالاتر» بهتر 
است عددهای رومی به‌کار رود: مشتق مرتبة چهارم رز مشتق مرتبه پنجم 
* و غیره. 


از عددهای معمولی هم می‌توان برای نما مسق استفاده کرد به‌شرطی 
که آن‌ها را داخل پرانتز قرار دهیم : 


0 ۷ 


۷ یعنی مشتق مرتبهٌ چهارم ا لٌ یعنی مشتق مرتبه پنجم و غیره. 
به‌ویژه در حالت‌هایی که مرتبة مشتق با حرف بیان شده است؛ باید از این 
روش استفاده کرد : 


(۳) رن یعنی مشتق مرتبه ام و 10-۷ یعنی مشتق مرتبة 1 5 )ام 


تمرین‌ها 


۶ تنها با استفاده از تعریف» مشتق تابم‌هایی را که ضابطهٌ آن‌ها داده 


شمه تن بیدا کته 


۱۷۵ 


۷ مشتق تابع‌هایی را که ضابطهٌ آن‌ها داده شده است؛ بیدا کنید : 


۱۰ + ۳2 - 2۲) < [ (۷ 
۰ + 2 - ۱(۱۳۳)۵۲ + ۳2) (۸ 
۲(۲ - ۱(۷)۷۵ + ۱(۱۲)۲۵ - ع) > رز ٩(‏ 


۳ 


۸ مسشتق ۷ را نست به 2 و سیش مشتق 7 را نسبت به ۷ از 
برابری‌های زير پیدا کنید : 


۱ + وه - +۲۵ 9۰-2۷ +۳۵- ۲+ "2 ( 


5 ادج 
ات ۲ (۴ و (۳ 

۷ ۱۳ 

4 مشتی یکی رد 

۱(  < ||: ۲(  < 2۱2: 

(۶)۵۲ < هن (۴ :۱(۲۱+ )۲۱ (6-۱) < # (۲ 

۱ ی :۱ 

((۶)۵) ع< ره (۶ دب 7۰ < ( (۵ 


۱۷۳۶ 


8 موی 


نج (۲ ام + ۲ 2 < ( (۱ 
 - 9 7‏ 511 ۱ 
س دا و سا ظ. /(۱ > جع ۳ 


ام رسد و 


۵( ۷ 


۱ تب‎ ٩11۱ 
۷( ره‎ > ٩10)608 2 ( 
٩( رز‎ -- ۴۹۷/0۲ 2 - ۰ 
۱۰( "طلو)ومی + (2 آوم) وه ع ز‎ 2(: 
۱۱( له | ع ون‎ 
۱۲(  < آدمع)/ + (2 "صلو)/‎ 2(: 
۱۳ ( وا [۱۳ انز‎ 
با واحد درجه بیان شده است» مشتق "7 91۳ < 7 را بیدا‎ 7 ) ۷۱ 
کنید؛ ۲) اگر 7 با واحد گراد بیان شده باشد؛ مشتق 23 605 < لا را بیدا‎ 
: را بیدا کنید» به‌شرطی که داشته باشیم‎ ")۰( 7 


ادها بای لا سیب زوا 


۳ برای ۰ < 27 می‌دانيم 2 < /1. مطلوب است محاسبه 


تمیل را یل( بل (۱ 
۷( ولا (۵ زور۷ (۴ 


نفد بافرض ۷/1 - ۱ / ننک ۵ ,۷/1 - ۱ ۷ ۷+ مشتق ‏ را نسبت 
به 2 محاسبه کنید. 
۵ (2)/ یک چندجمله‌ای است. (2) را به‌دست آورید؛ به‌شرطی 
که بدانیم : 
۲ لوب ۳۵ ح (() ۳ (۱ 


۱۷۷ 


۲( ۶ )۵(( ۲۷۵۲ - ۲۷۵۲۶۵ ۲ 


* ۷۶. " را مشتق دوم ۷ می‌گیريم. ابت کنید» برای تابع با ضابطة 


۱ 
۲۵ وم < ۷ داريم 


۳/7 نعیت 1 تن 7 
۱ 


0 0 - 2 
۷ ۷ 
عبارت لس به اي بسدگی تنارد: 
۵ 


۰۷۸ تفن اروت ۳ ود << له این عبارث را 


ح< ۰ ثابت کنید حاصل 


۷ - ات + "ر(۱ تک 2 سث ۷ 


* ۰۸۰ مشتق مرتبهٌ ام را پیدا کنید : 


۱ 41 ۲۰ ۱ ۱ 
1 (۳ : 
و - ۲ 


رز (۲ 21 ٩1‏ ع 1 (۱ 


[مساله‌های مربوط به تعبیر هندسی و تعبیر مکائیکی مشتق را در فصل بعد 


۱۷۸ 


5 مماس و قائم بر منحنی 

۱ در فصل قبل» ضمن تعبیر هندسی مشتق به اين دو نتیجه رسیدیم: 

الف) ضریب زاویةٌ مماس بر نمودار (2)/ < لا در نقطه به طول ,2 
برابر است با (2۰) ۳ ؛ 

ب) اگر 7 را ضریب زاوية مماسی بر نمودار (2)] <- # بگیریم به 
یاری معادله (7) < ۰7 طول نقطهٌ تماس به‌دست می‌آید. 


مثال ۳ از نقطه به‌طول ۲ < .7 واقع بر نمودار تابع ۱ 
مماسی بر نمودار رسم کرده‌ايم. معادله مماس را بیدا کننك, 

حل . جون نقطه به طول 1 روک نمودار استتت با فرار دادن ۲ ست. ‏ ی بآ 
۷ 
رن 


1 - ۱ 


در معادله نمودار ء عرض نقطه تماس به‌دست می‌آید. اف 


4 
(۱-ج) 


۷ 


سس ۷۳ درم آید که با فرار دادن ۲ ۳۳ ۷ در آن؛ 


از خاارخ ۱ (نقطه تماس) و ضریب زاویة آن ۱- < 7 معلوم است و می‌توان 


۱۷۳۹ 


پاسخ. ۳  <‏ + 3. 
مثال آ: از نقطه به عرض ۷ واقع بر نمودار معادله 


۱۸( ۲ - ۶۷ - ۴ - رد 7 


مماسی بر آن رسم کرده‌ايم. اگر طول نقطةٌ تماس عددی مثبت باشد. معادلهة 
خط راست مماس را بیدا کنید. 

حل. با قرار دادن ۷  <‏ در معادلهٌ نمودار» جواب‌های ۵ < 7۱ و 
۱- -< 77 برای طول نقطهٌ تماس به‌دست می‌آید که باتوجه به شرط مسالهة 
(۵,۷) 1 را باید به‌عنوان نقطةٌ تماس در نظر گرفت. برای پیدا کردن ضریب 
زاویةٌ مماس؛ باید مقدار مشتق را در نقطهٌ تماس به‌دست آوریم. از دو طرف 


معادلهٌ (۱) نسبت به 7 مشتق می‌گیریم : 


۳ اب ۲ 


ارو چد ه د ۴-۶۷۲ - ۲ + ۲2 
۷ ۱ 
كِ قح ۱ . بآ ب  ]‏ ۳ 
تماس) و ضریب زاويهٌ آن معلوم است و می‌توان معادله‌اش را نوشت. 

منال ۲. از نقطةٌ ۷ به‌عرض ۲- و واقع بر محور لا مماسی بر 
نمودار تابع 1 سیم ۳2 ح-- 0 زسم کرده‌ايم. معادله حمل راست مماس ر 
به‌دست آورید. 

حل. (۲- ,ه )۷ روی منحنی تابع نیست و بنابراین ) از نقطه تماس 
آگاهی نداریم تا به‌یاری آن بتوانيم ضریب زاويةٌ مماس را پیدا کنیم. نقطه 


7), ۲۵/۲ - ۳۵ 


۱ ۸۵ 


زاویة مماس را به‌یاری مختصات این دو نقطه بیدا کرد 


 )۲۵ -۳0(+ ۲ _ ۲» -۲‏ »هلا - لا 


حح. شسسسسسسسسست. << 9 
9 ۵ سب ۲) زو بل چم من ات 


94 
مماس به‌دست آورده‌ايم؛ با هم برابر باشند : 
۲ 1 ۲۵۷ - ۲0 


)1 


ربمم انز ۳ ات 


معلوم می‌شود از نقطه ۸ می‌توان دو مماس بر نمودار مفروض رسم کرد که 
۱ و ۱- طول‌های نقطه‌های تماس آن‌هاست. دیگر؛ با در دست داشتن نقطه 
و نقطه‌های تماس ‏ می‌توان معادله‌های آن‌ها را بیدا کرد. 

پاسخ. و < ۲ روت و و هو < ۲ + زد ۷۲ 

یادداشت . در جلدهای پیشین «ریاضیات محاسبه‌ای» دیده‌ايم که معادلة 
مماس را؛ بدون استفاده از مشتق هم می‌توان بیدا کف اک نقز فتال.۳ 
ضریب زاویهٌ مماس را 77 بگيريم معادلٌ مماس به‌صورت ۲ - 0 < ۷ 
درمی‌آید. برای این‌که این خط راست بر نمودار ۳2 - ۲۲ < 7 مماس 
باشد» باید از حل آن‌ها با یکدیگر (به‌عنوان یک دستگاه) به معادله‌ای با دو 
ريشه پرابر پرسیم (یعنی در دو نقطهٌ منطبق برهم با یکدیگر مشترک باشند) : 


ی 


تن 7 ۲۲-۳ ۱ 
د (۳ + ۳) - ۲۵ ج<- نیب 


برای این که » این معادله درجه دوم دارای دو ريشه برابر (يا یک ريشه مضاعف) 


۷ را و چد ه د ۱۶ت (۳۳ ۰ < ۸ 


۱۸۹ 


و این‌ها» همان ضریب زاویه‌های مماس‌ها هستند که به‌یاری مشتق به‌دست 
آوده‌ونیم. 

مثال ۴. از نقطة به‌طول ۴ واقع بر خط راست ۰ < ۱ + و + و 
مماس‌هایی بر نمودار 


۲ + ۲۱۲ + ۲ - ۳۷ 2۸ (۱) 


رسم کرده‌ايم مختصات نقطه‌های تماس و معادله‌های خط‌های مماس را بیدا 
کنید. 

حل. اگر در معادلٌ ه <- ۱+ ۷ + 2 قرار دهیم ۴ < 7 به‌دست می‌آید 
۵- < ۷. یعنی از نقطهٌ (۵--,۷۲)۴/ مماس‌هایی بر نمودار معادل (۱) 
رسم کرده‌ايم. مختصات نقطهٌ تماس را (/,7)0 می‌گیریم. این مختصات 
باید در معادله (۱) صدق کنند: 


۲۱( ۸-< ۲۵-۳۵ + ۲۵۲ + آبه 


تماس) را در // فرار داد. از دو ظرف معادله (۰)۱ نسبت به ۰ مشتق 
می‌گیریم : 
۲ بل ۲7۲ 


ی هم < ۳۲ - 1.۲+ زور۴ ۳ 
۳ 1 چ- ۷ ۳ ۲۷۸۷ ۳ #7 


پعنی» برای ضریب زاویهٌ مماس داریم : 
۲ 1 ۲6 5 
۴0۴ 


۵ + 8 
سس - 1۲ 


۴ ت ب6 


(۲ 


دو مفداری را که برای ۲۲ به‌دست آورده‌ايم؛ با هم برابر فرار می‌دهیم : 


۲۳ << ۱۷ +4 ۶0 - ۴۳۵0 د ۲6 ح تا کشت 
(۳( ی 0 ِ ۴۸۵-۳ ۲۴ ,6 


1 و 0 جوابت دست‌گاه شامل دو معادله (۲( ۴ (۳( ات اگر معادله ۳۱( 
#۷ ت ۲۳۵ 
۱ 


(۴) ح< ۵ << ه < 41۲۷ ۲۳ - ۱۰6 
این مقدار ۵ باید در هریک از معادله‌های (۲) و (۳) صدق کند. آن را در 


معادلهُ (۲) فرار می‌دهیم : 


۳۵-۸ - )۱+ ۱۵+ تست 


که از آن‌سا؛ برای 1 بس از ساده کردن) به معادله درجه دوم زس می‌ رسیم : 
13 ۱ آ 
مرگ بت 2۳ ۱۱ - 95اب ۹3 
این‌ها» عرض‌های نقطه‌های تماس‌اند که با قرار دادن در (۴)؛ طول‌های 
۱٩ ۱‏ بر 
رت | با رز لاس1۳ 
و دیگر معادله‌های مماس‌ها به‌سادگی به‌دست می‌آیند : 


مه < ۱۳۹ - ۱۷ +۵۶۰ : ۸۷۲۷ :ه - 4۱۷۷4-۱٩۹‏ ۴2 : ۷/۲ 


۲ فائم بر منحنی. به خط راستی قائم بر منحنی گویند که در نقطهٌ 
برخورد با منحنی» پر مماسی که از همین نقطه بر منحنی رسم می‌شود» عمود 
باشد. نقطه بر خورد تائم را با منحنی؛ پای قائم گویند. 


۱۸۳ 


مثال ۵. از نقطه به طول ۲ واقع بر نمودار تابع ۳2 - "2  <‏ قائمی 
بر منحنی نمودار رسم کرده‌ايم. مطلوب است معادله خط فائم. 
حل. بای قائم را می‌نامیم: (۲ ,۳)۲. ضریب زاویةٌ مماس در نقطة 


ات راز ۳۵۲-۳ ع< از 


پس ضریب زاویة قائم در اين نقطه 2 - 77 می‌شود و با در دست داشتن 
مختصات بای فائم؛ معادلة خط راست قائم بر منحنی به‌دست می‌اید. 

. 2 + ٩۷ < ۲۰ پاسخ.‎ 

مثال ۶. از نقطا لقطه به‌طول ۳ - وافع بر محور 2 2 قائم‌هایی بر نمودار 
۱ - 7۲ < ۷ رسم کرده‌ايم. دقمنی پای قائم‌ها را پیدا کنید. 

حل. راهنمایی. پای قائم را (۱ - "ه ,)7 بگیرید. ضریب زاویه خط 
و 


۱ 
شانم به‌یاری مشتئق برابر جوز رو و به‌یاری خحط فائم سب ۷ برایر ۱ 
۳ 


می‌شود. درنتیجه؛ به معادلهٌ زیر برای محاسبهُ پای فائم می‌رسید: 


چد ه - ۲ ۴۵,4 - (۱- ۸۵7) چت ه < ۱+ ۴۵ - ۸۵7 
چ ه < (۱ ,۲/۲۵ - (۱ دبع۲ + آی۱()۴ -,۲۵) ج 
0 ۶۱ 6۷ ۲ سا ,)۱۳ ب ,۲۵ ) چ- 


از نقطه ۸1 سه فائم بر منحنی رسم می‌شود که طول پای فائم‌ها چنین است : 


8 اد ور .۰ ۱ نت هاگ :۱ 


۲۷۱. 6: 1 ۴ 


۱۸۰۴ 


۱ 4 ۱/۵ 4 ۱ 
یت ۴ 
بل شا 
۵-۵ | ۵۷۵ | ۲ 
۸ ۸ ۳ 


9 جهت تفیبر تابع و نقطه‌های ماکزیمم و می‌نیمم نسبی. 

در بخش پیش دیدیم اگر (2)/ در باز؛ُ [6,0] پیوسته و مشتق‌پذیر 
باشتلا: آنرفت در حالت ۰ < (ت2) صعودی و در حالت ۰ > (2) رز 
نزولی است. 

برای » ع< (,۳)2 که در آن [ه,۵] ع .۰2 تنها می‌توان گفت که 
نمودار (2)/ در نقطهٌ .2 < 7 مماسی موازی محور 22 دارد. 

مثال ۷. تابع با ضابطهٌ -ٌ- << را در چه فاصله‌هایی صعودی 

1 لاه ۰ 

و در چه فاصله‌هایی نزولی است؟ 

حل. باید ببینیم» مشتق تابع» در چه فاصله‌هایی مثبت و در چه 
فاصله‌هایی منفی است : 


(۱ - 2)۲8 -۱ 4 - و 


سسسیته 


۱ لد 2 --_ 
1 بل بو سید: ]| "(۱ دی - آوو) 


مخرج کسر مشتق هميشه مثبت است؛ پس علامت ۳ به علامت صورت 
کسر بستگی دارد. صورت کسر عبارتی درجه دوم و دارای دو ريشه است: ۱ 
و ۱ -. بنابراین 

۱) اگر ۱ > 7 > ۱- آن‌گاه »  <‏ و تابع صعودی است؛ 

۲ اگر ۱- > 2 پا ۱ < «. آن‌گاه » > ۳ و تابع نزولی است؛ 

۳) اگر ۱ < 2 يا ۱- << 25 آن‌گاه »  <‏ و نمودار تابع مماسی 


موازی محور :2 دارد. 


۱۸۵ 


همه این‌ها را می‌توان در یک جدول نشان داد: 


ی 92 7ص دا 


این تابع در نقطة به‌طول ۰-۱ یعنی در نقطه | ج-,۱-) به ینیعم نسبی 


و در نقطه به‌طول ۰۱ یعنی نقطه (۱ ,۱) به ماکزیمم نسبی خود رسیده است. 
در همین نقطه‌ها؛ مشتق برابر صفر شده است. ولی صفر شدن مشتق. برای 
نشطه‌های می‌نیمم و ماکزیمم» نه شرط لازم است و نه شرط کافی. . . 

به شکل ۲۵ ترجه کنید. هر سه نمودار ۰0 ۵ و ع در مبداء مختصات به 
می‌نیمم خود رسیده‌اند؛ در شکل ۰8-۲۵ در مبداء مختصات» محور 7 
مماس بر منحنی است» یعنی در این نقطه» مقدار مشتق برابر صفر است. در 
شکل ۰-۲۵ مشتق در مبداء مختصات مقدار معینی نیست و سرانجام در 
شکل ۰6-۲۵ مقدار مشتق در مبداء مختصات برابر 60 شده است (مماس 


بر نمودار در این نقطه بر محور 1۷ منطبق است. به‌این ترتیب: 


۷ 
شکل ۲۵ 9 


بت ۱و شرط لازم پرای نقطة می‌نیمم (و یا ماکزیمم) نیست. 

اکنون به شکل ۲۶ توجه کنید: مماس بر منحنی نمودار در مبداء 
مختصات بر محور 27*2 منطبق است» یعنی در این نقطه مشتق برابر صفر 
شده است. ولی اين نقطه نه نقطةٌ می‌نیمم است و نه نقطهُ ماکزیمم. به این 


۱۸۶ 


» << شرط کافی برای نقطه ماکزیمم (يا می‌نیمم) نیست. 


شکل ۲۶ 


تعریف. اگر (2)/ در بازه [ ,] پیوسته باشد» نقطه به طول (0,0) ع 6 
را می‌نیمم (7)2 گویند به‌شرطی که تابع پیش از نقطه به‌طول 6 نزولی و بعد 
از این نقطه صعودی باشد. به‌همین ترتیب» نقطهٌ به طول (6,0) ع ‏ را 
ماکزیمم گویند به‌شرطی که تابع در نقطة به‌طول 6 از صعودی به نزولی برود. 

باتوجه به این تعریف و ملاحظهٌ جدول مثال ۰۷ نقطهٌ به طول ۱-- 
می‌نیمم و نقطه به‌طول ۲ ماکزیمم تابع مفروض است. 

یادداشت. این تعریف؛ مربوط به ماکزیمم و می‌نیمم نسبی است نه 
ماکزیمم و می‌نیمم مطلق. ماکزیمم نسبی نقطه‌ای از فنحنی است که عرض 
آن نسبت به عرض‌های نقطه‌های مجاور خود بیشترین مقدار باشد؛ در حالی 
که ماکزیمم مطلق به‌معنای بیشترین مقدار عرض برای تمامی تابم است. به 
همین ترتیب دربارهة می‌نیمم نسبی و می‌نیمم مطلق. 

ماکزیمم و می‌نیمم نسبی مربوط به نمودار تابع است و بنابراین خود 
صورت مساله نشان می‌دهد. منظور ماکزیمم و می‌نیمم نسبی است با مطلق : 

اگر بگوییمم نقطه‌های ماکزیمم و می‌نیمم را روی نمودار تابم پیدا کنید 
منظور ماکزیمم و می‌نیمم نسبی است؛ ولی اگر بگویيم؛ حجم فلان جسم؛ 
با چه شرط‌هایی ماکزیمم می‌شود. منظور ماکزیمم مطلق است. 

به‌همین مناسبت؛ و به‌دلیل روشن بودن مطلب. اغلب از ذکر واژه‌های 


۱۷ 


انسبی» و امطلق» صرف‌نظر می‌کنند. 

به‌طور کلی می‌توان گفت : 

به نقطه‌ای از نمودار ماکزیمم (يا می‌نیمم) گوییم که در آن‌جا» مشتق 
تغییر علامت دهد و از مثبت به منفی (يا از منفی به مثبت) برود. ماکزیمم 
و می‌نيمم را» «اکستره‌مم» هم می‌گویند : نقطهٌ اکستره‌مم» یعنی نقطة ماکزیمم 

به یک نکته هم توجه کنید: در مساله‌ها؛ وقتی صحبت بر سر طول 
نقطةٌ ماکزیمم یا طول نقطهٌ می‌نیمم باشد» واژه «طول» را می‌آورند و در مثل 
می‌گویند : نمودار در نقطهٌ به طول » به نقطهٌ ماکزیمم خود می‌رسد. ولی 
وقتی سخن از عرض اکستره‌مم باشد. واه «عرض) را نمی‌آورند و می‌گویند : 
نمودار یا تابع ماکزیممی برابر ۸ دارد. دلیل این مطلب روشن است : تابع 
به ماکزیمم می‌رسد و تابع» یعنی ۷ (عرض نقطه). 

مثال ۰.۸ جهت تغییر تابع و نقطه‌های ماکزیمم و می‌نیمم را در اين تابع 
بیدا کنید. 


۴ + ۱۵ - ۲۷۲ - آ و < ۷ 


حل. ۱۵ - ۴۵ - ۳2۲ < /ا. مشتق تابع است که ریشه‌های آن برابر 
۵ ۱ ۸ ِ" 
3 یج ند اشتت. تاد این. اگر هس > ۲ يا ۳ < 2 آنوفت ۷ صعودی 
ایس 4 


ی 
اکن ۲ 2 - آنوقت ۷ نزولی است ؛ 


مشتق در نقطة ۵-  <‏ و ۳ < 2 برابر صفر است؛ در نقطة 


۵ ۱ ۱ و ِ 
- < 7 تابع از صعودی به نزولی و در نقطة ۲ < 7 از نزولی به صعودی 


۵ و ۳۲ ‌ چ یج ۲ ۱ ۰ 
می‌رود؛ بنابراین نقطه (۲ +-) ماکزیمم و نقطه (۳,۱-۴۱) می‌نیمم 


۱ ۸۸ 


یل اس با وق خر. هو | » 


مثال .٩‏ تاب با ضابطة سس ۷ به‌ازای چه مقدارهایی از 77۰ 
نژولی و به‌ازای جه مقدارهایی از 77 صعودی است؟ 
- ۱ 


حل. مشتق تابع به‌صورت - < /ا درمی‌آید. مخرج کسر 


۱۱ + ۳7۱۵) 
مشتق؛ مقداری است مثبت. بنابراین» علامت مشتق بستگی به علامت صورت 
کسر مشق دارد: 

اگر ۱ > ۲ > ۱- آن‌وقت ه < 0 و تابع صعودی است؛ 

اگر ۱- > 7 یا ۱ < 77 آنوقت ۰ > ا و تابع نزولی است؛ 

اگر ۱ < 7 يا ۱- < ۰7 آنوقت تابع مقداری است ثابت. 


مثال ۱۰ . 0 و 6 را طوری پیدا کنید که نمودار تابع 


۵ + 0۵ + هه 


اد ۲ 
اکستره‌ممی برابر ۱- روی محور 1 داشته باشد و مماس در نقط به‌طول 
۱ بر آن» موازی سمساژ ربع اول دستگاه محورهای مختصات باشد. 

حل. نقطه اکستره‌مم روی منحنی است و بنایراین؛ باید مختصات آن 

در معادله تابع صدق کند که در این صورت. به‌دست می‌آید: ۱- < 6 و 
معادله نمودار به‌صورت 

۱- 92 + ده 


حت زا 
۱ ۲ 


۱۸۹ 


درمی‌آید. در نقطة اکستره‌مم» مشتق تغییر علامت می‌دهد. مشتق تابع چنین 
است : 


(اهپ ون + )۲2 -(۱ + 2( + 8) . , 
)۱ ون ) 


مشتق به‌ازای ۰ < 2 (طول نقطةْ اکستره‌هم) برابر 6 می‌شود و اگر بخواهیم 
مشتق در این نقطه تغییر علامت بدهد. باید داشته باشیم : < 0 درنترجه 


تابع مفروض به‌صورت 
6-۱ 


7 


با 


درمی‌آید که مفتق آن جنین است : 
(۱ - )۲2 - (۱ 4 )۲۵ ی 


)۱ + ۲) 
مماس برابر است با مقدار مشتق به‌ازای طول نقطهٌ تماس + ۱ < 7 و ۱ < "لا 


فرار هی دهیم » نتیجه می‌شود : ۳ ۵ و تابم به‌این صو رت درمی‌آید : 


( تن ۲ج 


۱ آ ۶ 


تعریف. کوژی (يا تحدب) منحنی (نمودار تابع) را در بازه‌ای؛ به‌سوی 
پایین (يا دقیق‌تر : به‌سوی /اهای منفی) گویند» وقتی که همه نقطه‌های منحنی 
در بالای خحل راست مماسی باستك که از نقطه دلخواهی وافع در این بازه بر 
منحنی رسم شده است (شکل ۲۷). 


۱ ۵ 


شکل ۲۸ 


در اين حالت می‌توان گفت: کاوی (يا تقعر) منحنی به‌سوی /اهای 

اگر» برعکس» همه نقطه‌های منحنی در بازه‌ای» زیر مماسی باشند که از 
نقطة دلخواهی از اين بازه رسم شده است (شکل ۰۲۸ آن‌وقت گویند کوژی 
منحنی در این بازه به‌سوی بالا (یا به‌سوی لاهای مثبت) است. 

شرط کافی» برای تعیین سوی کوژی منحنی (نمودار تابع) را در یک بازه 
مفروض می‌آوریم. 

قضیه. اگر در بازهٌ مفروض (۵,0) واقع در دامنةٌ تابع و 
که قابل مشتق‌گیری تا مرتبهٌ دوم است» (2) "۰ یعنی مشتق مرتبٌ دوم مثبت 
باشد» آن‌وقت نمودار تابع در اين بازه به‌سوی پایین کوژ است و؛ برعکس 
اگر (77)2 منفی باشد. کوژی منحنی به‌سوی #های مثبت است. 

* اثبات. فرض می‌کنيم » < (2) "۳ و (6,ه) 6 #7. مثبت بودن 
(۳)2/ به‌معنای آن است که (:2)*/) یعنی مشتق اول تابعم» در این بازه 
صعودی است؛ این مطلب. به‌نوبهٌ خود به‌معنای آن است (شکل ۲۷) که 
زاوية ۰0 زاويةٌ مماس بر منحنی با محور ۰007 همراه با 2 افزایش می‌یابد : 


۲ > ۷2۱ جببه (۲) 1 هه اه ۳ ۲ > 1 
ولی در این صورت» کوژی (یا تحدب) منحنی به‌طرف یایین است. اثبات 


۱۹۱ 


بخش دوم فضیه هم به‌همین شیوه انجام می‌شود. 

اگر در نقطه‌ای مثل ۰/۷۲ جهت کوژی منحنی عوض شود نقطه ۷۲ 
قطعه منحنی را به دو بخش تفسیم می‌کند که جهت کوزی منحنی در این دو 
بخش. با هم فرق دارد. در این صورت ۸ را نقطة عطف در این قطعه 
منحنی گویند (شکل .)۲٩‏ 


۲٩ شکل‎ 


قضید . اک از تابم 12 بسح 1 در بازة (0 ,6) بتوال در بار مشتق 
گرفت و نقطا بهطول (8,) ج .2 نعطة حطف باشد؛ آتبوقت 4 )۳ 

+ اثبات. چون می‌توان از تابع دو بار مشتق گرفت و چون مشتق دوم در 
یتست راست و سمت جچب نقطه عطف علامت‌های متفاوتی دارد» سن مستقی 
دوم در نقطةُ ((۰)/ ,ء) باید برابر صفر باشد. 

این قضیه شرط لازم برای نقطهٌ عطف است» یعنی اگر ۸۷ به‌طول 
,7 نقطه عطف باشد؛ آن‌گاه ه -  (‏ ولی از شرط 8 نت (ح )۳ 
نمی توال نتیجه گرفت که بی‌نردید؛ نقطه به‌طول ,۰ نلقطه عطف است. 


به‌عنوان نمونه برای تابع "7 <- 7 داریم 
مد و چد ها ارزو ۱۲۲ < ۲ 

ولی ۰ - ۰ طول نقطهٌ عطف نیست زیرا در این نقطه. جهت کوژی 

منحنی عوض نمی‌شود (1۳ برای همه مقدارهای حقیقی ت* مثبت و سوی 


۱۹ 


کوژی منحنی به‌سمت /های منفی است). 

حفیقت دیگری را هم یاداوری می‌کنيم : نقط عطف ممکن است در 
جایی هم که (2)*/ وجود ندارد؛ باشد. 

مثال ۱ آيا منحنی تابع :۷/۵ < ( نقطهٌ عطف دارد؟ 


حل. داریم : 


نقطه ه ح ,۰ نقطهٌ عطف منحنی است» اگرچه مشتق دوم در این نقطه 
وجود ندارد (شکل ۳۰). 

البته عکس این مطلب هميشه درست نیست؛ یعنی ممکن است مشتق 
دوم در نقطهٌ ۰ وجود نداشته باشد؛ درضمن. نقطه به طول 2۰ نقطه عطف 
منحنی نباشد. برای نمونه در تابع ۷/2  <‏ داریم : سرت < "و ۱۳ 
به‌ازای ه < ۰2 وجود ندارد» باوجود این برای بقيٌ نقطه‌ها » > ۳ و همه‌جا 
کوژی منحنی به‌سوی اهای مثبت است و بنابراین» » < 2 نقطه عطف آن 
تیست (شکل 6-۲۵ را ببینید). 

به‌اين ترتیب: شرط لازم و کافی برای اين‌که (2)/ < ۷ در نقطه .2 
نقطه عطف باشد» این است که (:۳/2/ در این نقطه تغییر علامت دهد؛ 
ممکن است در این نقطه ه -< ( ,)۳ باشد و يا (,2)"/ وجود نداشته 


باشد, 


۱۹۳ 


مثال ۰۱۲ سوی کوژی نمودار تابع < ل را بررسی کنید. 

حل. داریم ۶2 < ۰ "0 برای » < 2 برابر صفرء برای ه > ت 
منفی و برای ه ح< 2 مشت. است. در نقطهٌ » < ۰9 مشتق دوم تغییر 
علامت می‌دهد؛ یعنی جهت کوژی منحنی عوض می‌شود. بنابراین نقطهٌ به 
طول » < ۰2 نقطهٌ عطف منحنی است (شکل ۲۶). 


5 طرح کلی بررسی تابع 

وفتی یک تابع به‌صورت تحلیلی داده شده و رابطهٌ بین متغیر (2) و تابع 
(1) به‌یاری یک برابری معلوم باشد» می‌توان نمودار آن را رسم کرد. نمودار 
تابع می‌تواند رفتار آن را در نقطه‌های مختلف به‌طور عینی روشن کند و برخی 
از ویژگی‌های آن را به ما نشان دهد. در این‌جا برخی از نکته‌های لازم برای 
رسم نمودار و وش‌های مشخص کردن ویژگی‌های آن را آورده‌ايم. 

۱) تعیین دامنه تابع. قبل از هر چیز باید معلوم کرد» متفیر در چه 
بازه‌هایی می‌تواند عمل کند؛ یعنی به‌ازای چه مقدارهایی از ۰2 تابعم معین 
است.. 

در وافع تعیین دامن تابع برای بررسی آن» ضروری است. به‌این ترتیب؛ 
به‌ویژه بازه‌هایی که تابع در آن‌ها پیوسته است و نقطه‌هایی که در آن‌جاها 
ناییوستگی دارد؛ معلوم می‌شود. 

برد تابع را هميشه و به‌سادگی نمی‌توان پیدا کرد و در بسیاری حالت‌ها؛ 
بعد از رسم نمودار روشن می‌شود؛ باوجود این بهتر است در حالت‌هایی که 
محاسبه برد تابع (یعنی مقدارهای ممکن برای ) میسر است» از محاسبه آن 
خودداری نکنیم. به‌ویژه اگر تابع یا بخشی از تابع» در یک بازهُ [0 ,۵] معین 
است باید مقدارهای تابع را به‌ازای » و 6 (آغاز و بایان باز معين بودن 
تایم) بیدا کرد. 

۲) تقارن نمودار و دوره‌ای (متداوب) بودن آن. آیا تابع زوج یا فرد است؟ 


۱۹ 


آیا تابع دوره‌ای (متناوب) است؟ اگر با تابعی زوج سروکار داشته باشیم؛ 
نحور جات سجزر عقارن آَخ ات ی جر حاللق فرذ برفتاه تایم» انسبت با 
مبداء مختصات متقارن است. این آگاهی‌ها؛ موجب ساده‌تر شدن رسم نمودار 
می‌شود چراکه کافی است تنها بخشی از نمودار را رضم کنیم و بقیٌ نمودار ر 
به‌یاری متقارن بودن آن به‌دست آوریم. همچنین دوره‌ای بودن تابع؛ کار رسم 
را تنها به رسم نمودار در یک دوره گردش (یا دورءٌ تناوب) منجر می‌کند. 

۳( | کستره‌مم‌ها. با بیدا کردن مشتق‌های اول و دوم تابع) می‌توانيم سوی 
تغییر آن را در بازه‌های مختلف؛ همچنین نقطه‌های اکستره‌مم تابع (ماکزیمم 
و می‌نیمم): سمت کاوی و کرژی نمودار و نقطه یا نقطه‌های احتمالی عطف 
را به‌دست آوریم. 

۲) نقطه‌های اضافی. برای دقیق‌تر شدن نمودار؛ بهتر است نقطه‌های 
پرخورد آن را با محور و» اگر ممکن است با محور 72 و یا محور 
تقارن را (اگر وجود دارد) پیدا کنیم. پیدا کردن نقطه‌هایی از نمودار هم که 
قبل از اکستره‌مم‌ها و بعد از آن‌ها هستند؛ به‌دقت کار یاری می‌رساند. 

۵) تنظیم جدول تخیر . بهتر است همه یافته‌ها را در جدولی منظم کنیم؛ 
در این جدول مقدارهای متناظر 2 و ۷ و علامت مشتق. در هر بازه روشن 
می‌شود و کار رسم نمودار را ساده می‌کند. 

مثال ۳ نمودار تابع ۴ 4 ۳۸۲ - و < "را در دستگاه محورهای 
مختصات فائثم رسم کنید. 

حل. دامن تابم عبارت است از 1 ع :2. تابع» نقطه يا نقطه‌های 
ناپیوستگی ندارد. تابع نه فرد است و نه زوج. با آزمایش معلوم می‌شود که 
نمودار تابع؛ محوری موازی محور 7 ندارد. ولی نمودار تابع دارای مرکز 
تقارن است که به‌سادگی می‌توان آن را به‌دست آورد. نقطه (0 ,0/6 را مرکز 
تقارن منحنی می‌گيريم. با انتقال مبداء مختصات به نقطةٌ 0» برای به‌دست 


۱۹۵ 


آوردن معادله جدید منحنی» باید قرار داد : 
+ 1 ع< یب رم + زر < » 


که در آن‌ها (2,1) مختصات قدیم و ( ۲ ,26) مختصات جدید نقطه‌های 


چ> ۴ + (0 + ۳/۸ - ۳( + ۸) < 9 + ۷ 
+ ۲(۸۲ - ۳۵/۵ + ۱(2۲- ۳/۵ + ۲ < ۷ ج 
)۱( )0 ۴ + ۳۲۵۲ - آ) 


اگر مرکز تقارن منحنی باشد. باید در معادلة (۱) با تبدیل 2 به 26-) 
مقدار ۲ هم به - تبدیل شود. جمله‌های ۳ و ۲(2 - ۳۵)۵ با تبدیل 
پر ها رده تغییر علامت می‌دهند. پنابراین» برای این‌که ۲ به ۲-- تبدیل 


شود باید جمله درجه دوم (نسبت به ۸ و مقدار تابت وحود نل‌استه تاشتل ؛ 
» ع< وق - ۴ + ۳۵ - 6 وه ح ۱ - 6 

که از آن‌جا به‌دست ی اینت؛ ۷ عع ۵ ۲ و, به‌این ترئیب معلوم می‌سود 

برای بیدا کردن اکستره‌هم‌ها ۴ تعیین یت تعییر تابی» مشتق اول را 


محاسبه می‌کنيم : 
2 - ۳,۲ < از 


"ل به‌ازای ۰ < 2 و ۲ < 2 برابر صفر می‌شود و در این دو نقطه تخیر 
علامت می‌دهد : 


۱۹۶ 


با بیدا کردن مشتق مستی دوم می‌توان نمقطه عطف (اگر وجود داشته باشد) ور حهت 
کوژی منحنی را بیدا کرد : 


ما رو ۶و۶ 


"در نقطهُ (۲ ,۱) صفر می‌شود و در آن‌جا تغییر علامت می‌دهد؛ پس نقطة 
۳ وی »رن سود وه مشترک دارد 
مایت ار ید ۳ بط کی روآ 
به‌طور اضافی در نظر می‌گیریم . 
اکنون» مقدارهای متناظر 7 و ۷ و» همچنین» علامت مشتق را در یک 
جدول وارد می‌کنیم (منظور از [» نقطه عطف است) : 


ات تا هم ات ۰۰ 


و ۳ * 


نمودار تابع در شکل ۲۱ داده شده است. 


۱۹۷ 


یادداشت. می‌بينيم» در این‌جا؛ نقطهٌ عطف بر مرکز تفارن منحنی منطبق 
است. این حکم برای هر تابع چندجمله‌ای درجه سوم برقرار است. با همان 
روشی که در این مساله استفاده کردیم؛ می‌توان ثابت کرد که در تابع با ضابطهة 
+ 62 + 02 + هه < با مرکز تقارن با نقطهٌ عطف یکی است (خودتان 
+ مال ۱۴. تابم 


۳ ( 


مس < ل را بررسی و نمودار آن را رسم کنید. 


حل. دامنه تابعی همه مقدارهای حقیقی 5 به‌جز ۱ < 2 است: 
۵۵+ ,۱) لا (۱ هه) د /# 


۱ -< 2 نقطهٌ ناپیوستگی تابع است . ببینیم 1 در نزدیکی‌های ۱ 2 (دفق‌تر: 
وفتی ۱ قف ) جه رفتاری دارد : 


7 9 


ٍ 
۱ ۳ ۳ چب زد ۱ جر دی 7 7 ۳ 


وقتی 7 از سمت مقدارهای کوچکتر از ۱ به ۱ نزدیک می‌شود مقدار ۷ 
به‌سمت 00- بی‌نهایت می‌رود و وقتی 2 از سمت مقدارهای بزرگتر از ۱ 
به ۱ نزدیک می شود ؛ ۷ بهسمت 0 سا هی راد » مثل این است. که نمودار 
به یم خط راست ۱ << 2 (۰ > ل) و از سمت راست به نیم‌خط راست 
۱ عد وورز ۵ ی 1۷ در واقم » هرچه مقدار 7 به ۱ نزدیک‌تر شود نمودار تأبع 


در ضمن روشن است که 


۱۸ 


۱ 7 ۱ ۱ 
اگر تابع را به‌صورت ۱ چ 7۰  <‏ بنویسیم؛ وفتی 7 به‌سمت بی‌نهایت 
۸ 


وق میسن کناه سر 7 


۷ 
۱ ۳ . ۳۳ ۱۷ 
ی + ۱ بل ی ی 


به‌معنای آن است که منحنی» با میل 1 به‌سمت بی‌نهایت» به‌ترتیب به خط 
راست :2 لا نزدیک‌تر و به آن شبیه‌تر می‌شود. 

پیش از این در «ریاضیات محاسبه‌ای» یاداوری کرده‌ايم که؛ برای این 
نمودار» خط‌های راست ۱ < 7 و ۶ < بل که خود را به منحنی نزدیک 
می‌کنند» خط‌های هجانب نامیده می‌شوند. 


مش تابع (ل) را محاسبه می‌کنیم: 


(۴ - )اجه 1 ۰۲ ۳۸۵۲ - (۱ - وه) ۴۵ 
( اس و "(۱ - ن) 


مشتق. به‌ازای ه ع ای ۲ ع 87 صفر می‌شوذ و در این نقطه‌ها تغس 
علامت می‌دهد : 


۳ ۳ب اد یک ال آن‌وقت 3 5 ۳ 
اگر 2۱ > 2 يا 2۷ < 2 آنذوقت » < را. 
۲ بو ۴ 
بنابراین نقطه‌های ٩(‏ ,۰) و (۷۲ 2 اکسترومم‌های فتعتی‌اند. 
1 1 و 
۲ له ۵ ۶۵ سس "درم ی آیدکهبه‌ازای ه سس ٩‏ 
را :بو 


و ۷۲ +9 برایر ضنفی می‌شوده ولی.ذر نقطلاً « ات 2 تفییرغلامت 


مشتق دوم به‌صورت 


نمی دهد » درحالی که در نقطه 27۳ تغبیر علامت می دذ هل . بتابرای نقطه 
۴ ۲ ۳ ۱ 


۱۹۹ 


اول جدول مقدارهای متناظر * و ۷ و سپس منحنی تابع را رسم می‌کنيم. 


۵ ۵ ۳ [ ۵ سب ۷ و 7۲ ۱ 0 1 


۰ تس ۱ اس 0 ره ۱ / 4 


#- ۷ کنر کید کر کات ار ند | و 


پادداشت. پیش از این گفتیم اکستره‌مم» نقطه‌ای از نمودار است که در 
آن‌چا زا تغییر علامت دهد بنابراین» ريشهٌ مضاعف مشتق و یا به‌طور کلی» 
ريشة تکراری از مرتبة زوج در مشتق؛ معرف طول ماکزیمم یا می‌نیمم نیست. 
به‌همین ترتیب» ریشه مضاعف ۳ یا ريشه تکراری از مرتبٌ زوج آن؛ معرف 
طول نقطهٌ عطف نیست. در مثال ۱۴ دیدیم » < 2 که ريشة مضاعف ۱ 
بود» نه نقطه عطف. بلکه طبل نقطه ماکزيمم نمودار بود. 


۵ بیشترین و کمترین مقدار تابع 

(ما کزیمم و می‌نیمم مطلتی) 

تابع (2)] < 0 را در بازة (8,»] معین؛ پیوسته و مشتق‌پذیر فرض 
می‌کنيم. بیشترین و کمترین مقدار تابع را باید بین (0) (0)/ و 


و ۵ ۲ 


اکستره‌مم‌های تاپم سس کرد. 
مثال ۰۱۵ می‌خواهیم ورقه‌ای مستطیلی شکل از آهن سفید با محیط برابر 
| بسازیم که مساحت آن بیشترین مقدار ممکن باشد. 
2 د ۳ ۱ 
حل. اگر طول ورقة مستطیلی را بگیریم» عرض آ پربر [: - ) 


می‌شود و بنابراین» مساحت آن برابر است با 


۱ ۱ / 
روشن است که 7 > 5 > ۰. (در واقع برای » < 7 و ج < 7 سطحی 


بدسست نمی‌آید. ۵ سحرلن بعدهای مستطیل‌اند و به‌ازای آن‌ها؛ به‌حای 


۱ / ۰ 
مستطیل» دو باره‌خط راست منطبق بر هم به‌طول ۲ به‌دست می‌آید.) 


مشتق قابع ۷۵ - + "5 یعتی تايع دن تقطله چ > جابه آکسترسم 


ی مس و 7 
۰ (ج) 5 - )5 - )5 


۳ ۱ ۳ 
یعنی تابع به‌ازای ۰ < 7 و < 7 به کمترین مقدار و به‌ازای اج < :2 به 
پیشترین مقدار خود می‌رسد. 

3 ۳1 9ص« 

اگر ورقة مستطیلی را به شکل مربع و به ضلع برابر اج انتخاب کنیم؛ 
بیشترین مساحت را خواهد داشت. 

مثال ۰۱۶ در لحظة مفروض» کشتی 19 در ۷۵ کیلومتری شرق کشتی 
۸ است. از این لحظه به بعد» کشتی ۶ با سرعت ۱۳ کیلومتر در ساعت به 
طرف غرب و کشتی ۸ با سرعت ۲ کیلومتر در ساعت به طرف جنوب حرکت 
می‌کند. بعد از جه‌مد‌نی ‏ دو کشتی به کمترین فاصله لسن حود می‌رسند ؟ 


۳ 


حل. فرض مي‌کنيم بعد از 2 ساعت کشتی‌های ۸ و ۶ به کمترین 
فاصله ممکن بین خود رسیده باشند. در این صورت کشتی 1۶ به نقطهٌ "7 و 
کشتی ۸ به نقطةٌ ۸4 می‌رسد (شکل ۳۳) و فاضلهٌ بین آن‌ها بهادازة طول 
پارمخط راست ۸1۶ می‌شود. اگر این طول را (2)] بناميم؛ داریم : 


)2( < ۱/)۷۵ - ۱۲۵(۲ + ۲ (۱) 


شکل ۳۳ 


اگر گمان کنیم کشتی 13 برای رسیدن به کمترین فاصلهٌ خود تا کشتی 
دیگر؛ باید از نقطةٌ ۸ بگذرد و مثلاً در نقطةٌ "22 فرار گیرد» فاصله بین ۸4٩‏ 


و "9 چنین می‌شود: 
۲ + ۷۵(۲ - ۰/۱۲ - ()۶ 


که با (۱) تفاوتی ندارد. بنابراین می‌توان برای 2 این بازه را در نظر گرفت : 
۳ 0 
۳ ۳ 
( ساعت؛» زمانی است که کشتی 3 فاصلةٌ ۷۵ کیلومتر را می‌پیماید تا به 
۸ برسد). از این‌جا 


۰ - ۱۶ ۵ 1 (۱۲2 - ۱۲۲۷۵ -- (۳)2 
سس سس < سس - ]۳ 
۲ 1 ۲( ۱۲:۶ - ۷۵)/ ۲ 1 ۱۲۲ - ۷۵) ۱ 


۲ ۳ 


۳۵ ‌ ۱ ۳ 
(2) 1 به‌ارای 3 1 برابر صفر می‌شود و در آل تغییر علامت می‌دهد. 


باید ببینیم بین (۰)) (چ) و (ص) [۰ کدام کوچکترین است : 


۱۵ ۱ ۳۵ ۱ ۳۵۱ ۱ 
هر هار هن 
۲ ۸ آَ 
و 22/۲۰ از ۷۵ و ۲۵ کوچکتر است. بنابراین ر ‏ ع (ساعت). 
پاسخ. فاصله این دو کشتی» ۵ ساعت و ۲۷ دفیقه و ۳۰ ثانیه بعد از 


حرکت آن‌ها به کمترین مقدار خود می‌رسد. 


58 بخش‌پذیری چندجمله‌ای‌ها بر ۳( - 2) 

فرض کنید جندجمله‌ای (2) بر 0۳ ب 3( بخش‌پذیر باشد» یعنی 
داشته باشیم : 
)۱( (امی» "و د | < (هاز 


اگر از در طرف برابری )۱( مشتق بگیریم ن‌دست ی ان 


(2)م۳(ه - 2) + (ع)م" ۳(ه - ه)۳ ع (ه) ۳ 


از آن‌جا 


() ,۵ ۳۳( -ع) > [(ه) نو(ه-ع) +(ه)م] ۱ 0(۳۳-ع) > (ه) ۶ 
(۲) 
نی اگر (2/ بر ۳( - ) بخش‌پذیر باشد» مشتق آن» یعنی (2)* بر 


1 سب 7 ۱ 


(0 - 2 ) بخش‌پدیر اسنت. 
مثال ۰۱۷ در معادله درجه سوم 


(] ه ‏ ور دج د ۲۵۲ - ور 


۲۳ 


را طوری پیدا کنبد که معادلهٌ (۱) دارای دو ریش برابر باشد. سپس 
به‌ازای این مقدار 77: ریشه‌های معادله را به‌دست آورید. 

حل. اگر ريشهٌ مضاعف (یعنی ریشه‌های برابر) را .2 و چندجمله‌ای 
درجه سوم را (2)/ بنامیم باید داشته باشیم : 


(ده - ۵,()۵ - ع) < (ه) 


۱ ريشه ساده معادله است. بنابراین باتوجه به آن‌جه در متن درس گفتیم؛ 
باید (2)"/ بر (2:۰- 2) بخش‌پذیر باشد؛ به‌زبان دیگر؛ اگر معادله‌ای دارای 
ريشه مضاعف باشد» این ريشه مضاعف در معادلة مشتق هم صدق می‌کند. 
داریم : 

اه > (] ۳ 


تس ۱ 1 ض‌ ۴ 
6 2 (2) رز دو ويشه دارد: ۱ و ۳ معادلهٌ (*) وقتی ريش مضاعف دارد 
مق بت تن 
که اين ريشه مضاعف برابر ۱ يا تج باشد: 
اگر ۱ باه نوت با قرار دادن در معادله (*) به‌دست می‌آید : 
< 17؛ و معادله چنین می‌شود: 


(*) هم ۱(۲ - )و چد ه < و 4 ۲۵۲ - ۲ 


همان‌طور که می‌بینيم ) در این حالت» معادله (*) یک ریش » <- ۲۱ و دو 
رنيشه برایر ۱ << موز دازد. 

اگر ج .48 آنوقت و ۲۷ و برای معادلهٌ (۰)۱ به‌ترتیب 
داریم : 


1 


۱ ۱ ۳ ۱ 
جح ۴ ۲۷ 4 ۵۴2۲ - ۲۷ و امابوا بد بان زو 
(» < (۱- ۹)۳2 + (۱- ۶۹2۲ - (۱-- ۲۷۲) 


۴و ۲ 


سك ۱۱ + ۱()۳۵ ِ ۶۳2 - (۱ سل ۳ لد ۲ ۱()۹2 تک ۳ 
۰ << (۱ ب- ۳2 
۰ 2 (۴- ۳۵ (۲۵-۱) هد (۴ +۱۵۵ - ۳۵-۱()۹۵۲) 


۱ ۴ ِ ۴ ۱ 
در حالت /111 معادله (*) ريشذ مضاعف بج و ريش سادة چ را 


ار را ۳۱۹۲ 


از برابری (۲) و برابری‌های (۳) می‌توان نتیجهٌ جالبی گرفت : 

اگر چندجمله‌ای (7)/ بو 01۳ ۳ بخش‌پذیر باشد. به‌معنای آن 
است که (0)/ )۳ ۵ ٩‏ ۳۳۵ برابر صفرند ) یعسی لا 
در خود چندجمله‌ای و مشتق‌های پشت‌سرهم آن تا مرت (۱ - )ام بای 
0 < 7 برابر صفر می‌شوند. 

مثال ۱۸. 0۵ و » را طوری بیدا کنید که عبارت 


6 + 02 + ۲۵۲ - وه + او < (1)2 


پر "(۱ - 2) بخش‌پذیر باشد. 
حل. بید دشته باشیم: * > (۱)* ع (۱)ز < (۱). مشق اول 
و دوم را محاسبه می‌کنيم : 


۳)2( - ۴۲ + ۳۵۵ - ۶ + ( 


۳۳)8( - ۱۲۵۲ + ۶۵-۶ 

< و چد ۰ < 4۶۵-۶ ۱۲ - (۶")۱ 

۵۰ < و چد ۰ < ۴4۳۵-۶4 - (۲)۱ 
۲- دی چ ه < ی 0-۳14 +۱ (1۲)۱ 


و جندجمله‌ای به‌این صورت درمی‌آید : 
(۲ +4 2) (۱- 2) ۲ - و۵ + ۳۵۲ - 2 - "2 < (2)ر 


مغال ۰۱٩‏ ثابت کنید عبارت ۱ + 7:۳۱ - ۱(۵۳ - #) << (2)ل 
بر "(۱ - 2) بخش‌پذیر است و سپس خارج‌قسمت تقسیم را پیدا کنید. 
حل. برای این‌که (7)2 بر "(۱ - 2) بخش‌پذیر باشد؛ باید داشته 


و به‌سادگی روشن می‌شود که (۱)/ و (۱) برابر صفرند. 
پرای محاسبةٌ خارج‌قسمت حاصل از تقسیم (2) بر "(7-۱) به‌ترتیب 
داریم : 
(۱ - ۴) - ( 2۳ - ۵۳) < (2) 1 
سد (۷ و ۱۳/9۳ و) ‏ (۷ ت ۷۵۵ 5 
[(۱ و ار و ه) - ۲ ۱(]2۵۳ - 2) ع< 


سا اي ری استوو) چ ( سای - ای)](۱ - ع) - 


۶۴و ۲ 


[(۱ تا وا زو هن 
با( )ود( ۳ وه](۱ -ج) ‏ 
 - ۱([‏ ۳و) +(۱- وه + ... 
بل( + ها و )و (۱ سای 
و کف 4 زا یی وا وش 
۱ ۲۵۴ ی و۲ - فا 4 زا وا( و 


مقدار داخل کروشه؛ خارج‌قسمت (0)/ بر ۱(۲ - 2) است. 


۷ استفاده از مشتق برای رفع ابهام 
از کسرهای به‌صورت -< 
فرض کنید ۰ < (0)م < (0)]؛ در این صورت کسر اب بهازای 
0 < 8 به‌صورت ِ درمی‌آید و مبهم است. این برابری‌ها روشن است: 
(6)[ - (2) 


ی ۱ 7ب (8/ 
(۵ عد 2) (عام - (2)م (0)ام - (ع2)ص . (2)ص 
اکنون؛ اگر :2 را به‌سمت ۵ میل دهیم به‌دست می‌آید: 


16 - (۶)2 بر 


۳ و کی بت ۱۳ 
(ق) ۵ ۳۴ (ا شا یر (ه)م «مه 
6 سس ول اجسوی 


۱ ۱ ۱ کر بان را لت 
بعنی» بای رفعابهام از کسر به‌صورت .۰ می‌تون از حد کسر مب وقتی 
بب ۲ استفاده کرد. 


۲ ۷ 


این قاعده را هوپیتال ریاضی‌دان فرانسوی و شاگرد برنولی در کتاب خود 


۷ 
| - 3 
مثال ۲۰ . مطلوب است محاسبه سل من : 


ابو 
هر 


۳" 
‌ 


حل. به‌ترئیب داریم 


۷ ۷ ۱۳ - اوو) 1 نت و 
۱ 


۱9 


۳۳ 0 - ۳ 
1 تا زان 
۳ 511 - ز لهج لد 
۳ -- ۳ ۴ 51۳ -- ۳ 
05 شل ۱ 


فاد ی تج سس سس حد . 
حل ۳ 089 ۵ - ۵ * جسته ۵۳ 10 - ول وج ند دی 


مفال ۲۱: مطلوب اس محاسبةً 


کسر حاصل؛ بازهم به‌صورت ۲ است. یک بار دیگر از قاعده هوییتال 


استفاده می‌کنيم و چون برای بار سوم به حالت ِ برخورد می‌کنيم» برای بار 


٩ 911 2 ۹ ۳۷ 605 ۳۷‏ دس ۲ سل 


بح ,سس ۳ 


۱۲۵ ۵7 وم ۱۲۵ و 811 ۸۵ ۲ مجیه و۵ ومع ۵ ۵ من 


تمرین‌ها ۱ 

۱ نمودار تابع با ضابطةٌ 2 ۷/618 + 2 < رن, در چه نقطه‌هایی مماس 
موازی محور 7 دارد؟ 

۲ تانژانت زاويةٌ بین نمودار تابع‌های ۱ 
در نقطه‌های برخورد بیدا کنید. 

+ ۸۳. از نقطةٌ دلخواه 7 روی منحنی معرف ٩/۴‏ < 7/۳ + آن/۷» 
مماسی بر منحنی رسم کرده‌ايم. این مماس محور "۷ را در ۸ و محور "1 
را در 7 قطع کرده است. مطلوب است طول پار‌خط راست ۸4. 


۲ ۸ 


* ۰۸۴ با چه شرطی نمودار تابع 4 + 22 + 2  <‏ بر محور 22 
مماس است؟ - 
۵ نموار تابم‌هایی را که ضابطةٌ آن‌ها داده شده است؛ رسم کنید : 


۳۰ + ۴۵۲ - "وه < نو (۲ :۳ - ۰« - ( (۱ 


۳(  -< " - ۳|2| + ۲ ۲۳| ۱ 


2۱| + 2 ع || + ره (۶* 2 < لا (۵* 


32 - 7 "وم ۲ < را (۸ هت صله ۲ - 2 آوزه > رز (۷ 


وس وتات اعد نز ٩‏ 


۶ ۱) نمودار ۳ + ۴۹/2۲ - 2:۲  <‏ را رسم کنید. 

۲ این تابع در چه فاصله‌هایی صعودی و در چه فاصله‌هایی نزولی 
است ۲ 

۳ ریشه‌های معادلهٌ »  <-‏ را به‌دست آورید. 

( مماس بر منحنی در نقطه (۳,ه) چه وضعی دارد؟ 

۵ مماس‌های بر منحنی را در نقطه‌های برخورد آن با محور 22 رسم 
کرده‌ايم. ابت کنید» از برخورد این مماس‌ها یک لوزی به‌دست می‌آید. 
مختصات راس‌های لوزی را پیدا کنید. 

۷ نقطة ۸ به‌عرض » بر محور 9 واقع است. ابت کنید» اگر از 
نقطهُ ۸ بتوان سه مماس بر نمودار تابم 9  <‏ رسم کرد و طول‌های 
نقطه‌های تماس را ۵ 7 و 7 بنامیم» همیشه داریم : 


4 6 + ۰ + 0,0٩ < ۴ 


5 ۳ ۱ ۱ - ۳ 
+ ۰۸۸ اژ نقطه (۲-,۷۲)۲/ فائم‌هایی سس نمودار تابع 1-۱ 2 ل 
رسم کرده‌ايم. معادله هریک از فائم‌ها ر بیدا ۱ 


۲ 6 


/ 


۶۹ در تابع با ضابطه سب ۳ ۹ 
(۱ - )۲ 17 
و 8 را پیدا کنید به‌شرطی که نقطهٌ (۱ ,۲) اکستره‌مم آن باشد. 
۱ ۸ 
۰ ۳-۷ اه ۲ خی بچه پاپ‌هایی صسرخق: و در سس 
سب 5 ر 


بازه‌هایی تزولی ات۲ 
۳ جهت کاوی (تقعر) منحنی نمودار را بیدا کنید. 


۱ ۱ ۵ 


دارد ) ریشه‌های آن را به‌دست آورید. 


اب 


۵) از نقطهٌ به‌طول ۲ واقع بر نمودار تابم مماسی بر منحنی آن:رسم 
کرده‌ایم معادله مماس و بیدا کمید: 
۰ ۱) نمودار هریک از تاب‌هایی را که ضابطةٌ آن‌ها داده شده‌است؛ 
رسم کنبد. 
6 ۵2 + ۱۰۲ - ۸۵ < ۷ 
0 ۲ < 1 
مماس را بیدا کنید. ۸ روی منحنی (6) است. 
۴( از زقطه ۸ به‌طو ل ۱ وافع بر مسضی () حول راستی گذرانده‌ايم. 
این خط راست در برخحی حالت‌ها نمودار (6) را در دو نقطةٌ دیگر ۶ و ) 
فطم می‌کند. مکان هندسی نقطه ۸۷ وسط باره‌حط راست )3 را بیدا گنل 
۲۱ ۰ ۵ و سه عدد حقیقی مختلف‌اند. ثابت کنید نمودار تابع با 
اب 
(۵ - )0 - 0()2 - :3) < لا 


۳۱ ۵ 


همیشه یک ماکزیمم و یک می‌نیمم دارد. در حالت‌های » ع« 6 < » یا 
 < 0 < »‏ چه وضعی بیش می‌آید؟ 
۳3 ثبت کید ماع با ضابطة نت سپ سه نقط 
۳۳ لد ۲۸ -- 
عطف دارد که روی یک خط راست‌اند. 
ِّْ: 0۱ و ۲ را طول‌ها ۳ 0 و ۲ را عرض‌های نقطه‌های ماکزیمم 
وی و 


۲ ۲۸ 


طوری پیدا کنید که داشته‌باشيم : 


۲/2۵۱ + ۲( 1 ۷۱1۲ ح‎ ٩ 
و‎ 


ود ۲2۲ 
.٩۳ *‏ ثابت کنید؛ نمودار تابع 9 ۰۷ به‌ازای همه 
۶ -- 3 


مقدارهای ت ی 7 بر دو خحط ثابت مماس است. معادله این دو خط راست 
را پیداکنید. 
۹۵ از نقطه ۸4 دو مماس بر سهمی 1 نیت هو زا رسم کرده‌ایم. 


۳ و رم 


هن ۳ ۳۲ 


حد ۱۱ 


چس و 


۲ 2۵۳ ۱۲ - ۲ 2 ۳ ان ۳ 
۳ 81 ۱۲ - ۳ زره ۳ «جبو 
مس وق سل وو۷ نك اوق سم؟ 
۳ و۳ - او + و۲ ۷/۳به 


۵ صله - (۲۵ 4 0 ( 7 ۲ 6) 511 حد (۴ 


۳ و بو 


یام + (2 + 6)نا۵ ۲ - (۲ + 60)۵ 


هی اس ان اي بخ او 

آ ۵ چب و 

اسب + (2 + ۳ - (۲۵ + ۹11)06 حد (۶ 
7 ۶ بت تن 


7 -- ۲ 511 1 ۱ ۱ 
مج حد (۷ 
7 ت ۲ 811 لد ۱ هبو 


00۵5 5 - 6 


٩( حد‎ 


2 ی سس با 

۷ می‌خواهيم زمینی مستطیل شکل با محیط برابر ۲7 متر طوری 
انتخاب کنیم که بیشترین مساحت را داشته باشد. 

+ ۰۹۸ به‌ازای چه مقدارهایی از 2 و ۰۷ این عبارت کمترین مقدار را 
دارد : 

۴ ل ۶ -- ۱۲۵۸ - ۹۲ + ۵2 < ۸ 

4 به‌کمک مقوایی مربع شکل با ضلم به‌طول ۱۳۰ سانتی‌متر جعبه‌ای 
مکعب مستطیل شکل و روباز ساخته‌ایم. ارتفاع جعبه چند سانتی‌متر باشد تا 
حجم آن بیشترین مقدار ممکن باشد؟ ۱ 

۵ ۵ ۱ , از بین استوانه‌های فالم با سطح کل برابر ئ حجم کدام‌یک از 
همه بیشتر است؟ 

۷ ۱ ۱ . ظرفی مکعب مستطیل شکل ساخته‌ايم که قاعده آن؛ طول و 
عرضی به ۲ 2 ۱ دارد. می‌دانیم جنسی که برای شر واحل مربع فاعیده 
به‌کار می‌رود» به‌اندازه 2 قیمت هر واحد مربع دیواره‌های ظرف ارزش دارد. 
اگر حجم ظرف را ۲ فرض کنیم ارتفاع ظرف چقدر باشد. تا ظرف با 
کمترین هزینه ساخته شود؟ 


۳ 


.۵٩ +‏ اندکی دربارة پیدایش ریاضیات با 
کمیت‌های متغیر در ارویای غربی 


۱ مسیر کلی پیشرفت ریاضیات در سده هفدهم 

سده‌های بانزدهم ۲ شانزدهم ‏ در ارویای عربی ‏ دوران زوال فئودالیسم 
و رونق سرمایه‌داری تجاری است. در این دوران؛ به‌تدریج تولید دستی که 
به‌وسیلهٌ پیشه‌وران و صنعت‌کاران جداگانه انجام می‌شد. به تولید کارگاهی 
تغییر شکل می‌داد. تلاش سرمایه‌داری تجاری» برای به‌دست آوردن بازارهای 
تازه» کشتی‌ها را در دورترین مسیرها به حرکت انداخت. اخترشناسی و جغرافیا 
تکامل یافت. همه‌جا به محاسبه‌های دقیق نیاز بیدا کردند که خود موجب 
پیشرفت لگاریتم و مثلثات شد. 

سدهٌ هجدهم بشارت تازه‌ای داشت : در تولید ۰ اول سازوکارهای 
ساده‌ای بدیل آفتل ژِ سس ۲ ماشین‌های بیچیده‌بری وارد اج ود سك یی با 
از روش‌های کارگاهی تولید آزاد شد و به‌سمتی چرخید که تولید را بر اساس 
ماشین قرار دهد. تکامل نیروهای تولید» به‌نوبة خود» بر روابط تولیدی اثر 
گذاشت و آن را تکامل داد. سرمایة صنعتی یدید آمد و. درئتبجه» سرمایه‌داری 


حبسعتیی به‌ندریج مت حجه سك که باید تولید حیسعتی و به‌دست بگیرد و بر 


۳۳ 


سازوکار آن مسلط شود. ریاضیات در برابر مساله‌ها و خواست‌های تازه‌ای 
فرار گرفت. دیگر ریاضیات مقدماتی نمی‌توانست پاسخ‌گوی صنعت روبه‌رشد 
باشد. حرکت در تولید و صنعت انگیزه‌ای برای حرکت ریاضیات شد. 
روش‌های تازه و شاخه‌های تازه‌ای در دانش بدید آمد که بازتاب‌دهنده این 
حرکت بود. جبر و روش‌های جبری بیش از پیش در هندسه نفوذ کرد و 
بررسی مقدارهای بی‌نهایت کوچک از آنالیز سر درآورد و به‌تدریج جای یای 
خود را محکم کرد. روش‌های تازه» میدان کاربرد ریاضیات را؛ در شناخت 
طبیعت و دشواری‌های زندگی» بسیار گسترش داد و. همراه با آن» پایه‌های 
خود را مستحکم‌تر کرد و کم‌کم اساس ریاضیات جدید را به‌وجود آورد. 

در همین زمان و همراه با این بیشرفت؛ در ریاضیات مقدماتی دگرگونی 
عمیقی رخ داد. انديشة خلاق ریاضی‌دانان به‌سمت بررسی پایه‌های آن معطوف 
شد. نظرية عددها و آنالیز ترکیبی شکوفا شد» و براساس آنالیز ترکیبی» نظريه 
احتمال یدید آمد. 

تصورهای نخستین درباره اندیشه‌های تازه در ریاضیات هنوز نتوانسته 
بود قالب خود را بیابد. همان قالب‌های کهن ارائه می‌شد» ولی به‌تدریح این 
قالب‌ها شکسته شد. تغییر کرد و در کنار آن‌ها اندیشه‌های تازه‌ای بدید آمد که 
زیر تاثیر نیازهای زندگی بود و به‌همین مناسبت. دگرگونی جدی و ریشه‌ای 
در دانش بدیدار شد که در وافع ؛ نتیجه‌ای از دگرگونی ریشه‌ای در تولید بود. 

اندیشه‌های تازه در ریاضیات» در آغاز به‌طور گسترده در فرانسه گسترش 
یافت و سپس به سایر کشورهای ارویای غربی نفوذ کرد. کارهای فرانسوا ویت 
و فعالیت‌های باش دمزی‌ربا ک به‌همین دوران گذرا تعلق دارد؛ ولی بعد؛ 
اندیشه‌های تازه را دانشمندانی چون کپلر فرما. کاوالیری» پاسکال و بسیاری 
از دانشمندان دیگر جذب کردند که سرانجام منجر به دستگاه‌های علمی پایدار 
و منظم دکارت؛ لایب‌نیتس و نیوتون شد و هندسه تحلیلی و آنالیز ریاضی 


شکل گرفت. 


۳ 


گاسپارباش دمزی‌ریاک (۱۶۳۸-۱۵۸۷ میلادی) در شهر فرانسوی 
«بورک_آن_گرس» به دنیا آمد. او که آموزش خوبی به‌ویژه در رشتة ادبیات 
دیده بود و بر بسیاری از زبان‌ها مسلط بود؛ در سال ۱۶۳۵ میلادی عضو 
فرهنگستان تازه تاسیس علوم فرانسه شد. باش شعر می‌سرود و شاعری 
نه‌جندان بد؛ به‌حسابت ۳۳ ولی علاقة او به شعر» نتوانست مانع علاقة 
پرشور او به ریاضیات بشود. او بیش از همه به مساله‌های مربوط به نظریه 
عددها کشش داشت. در سال ۰۱۳۲۱ «حساب» دیوفانت را به زیان‌های 
لاتینی و یونانی منتشر کرد. باش» در واقم؛ این کتاب را تغییر داد و تکمیل 
کرد؛ کتاب «حساب و تفسیرهای باش؛ تاثیری جدی در بالا بردن علافه به 
مساله‌های نظریه عددها داشت. 
خود مزی‌ریاک هم به این مساله‌ها علاقه داشت؛ به‌عنوان نموثه» این 
فضیه از اوست. هر عدد طبیعی بزرگتر از ۳ را می‌توان به مجموع چهار 
مجذور کامل تبدیل کرد. این قضیه حالت خاصی از مسالة «وارینگ» است که 
بعدها در سال ۱۷۷۰ به‌وسیلهةٌ وازینگ ریاضی‌دان انگلیسی (۱۷۹۸-۱۷۳۴ 
میلادی) طرح شند: ثابت کنید هر عذد طبیعی ۷ را می‌توانٌ به‌صنورت 
مجموعی از مجذورهای کامل که تعداد آن‌ها از ۴ تجاوز نکند» نشان داد 
مک 
,۱۲۰ + ۳۲ -- ۱۱ 
اه 
ان 
ید ۲۱ عه اعد" ج ۲۸۶ 
در شال‌های اخیر تاننتا شده هر عدد طبیعی را مي تران خلباکنر با هشت . 
مکعب. پا حداکثر با هفده توان چهارم و غیره نشان داد. ولی این قضیه را در 
حالت کلی وبنتوگرادوف ریاضی‌دان شوروی ابت کرد و» درضمن» ارزیابی 


۳ ۱ ۵ 


دقیقی از تعداد جمله‌ها به‌دست آورد. مرز تعداد جمله‌ها با این رابطه بیان 


‌ 


یود 
۱ (۱0)7 7۱۳ 


مزی‌ریاک در سال ۰۱۶۱۲ کتاب بسیار ساده و جالبی درباره سرگرمی‌های 
رپاضی منتشر کرد که حتا در سده نوزدهم هم تجدید چاپ شد. در این 
کتاب» مساله‌های سرگرم‌کننده‌ای که در نوشته‌های ریاضی‌دانان پیشین دیده 
می‌شد ) ۲ هم مساله‌های تازه‌ای ) جمع‌آوری سده بود. مزی‌ریا ک ؛ به‌عئو ان 
یک ریاضی‌دان؛ توانسته و بخش‌بندی منظم ژ‌ جالبی در مساله‌ها انجام و 
بسیاری از آن‌ها را تعمیم دهد و راه‌حل‌های کلی برای آن‌ها پیدا کند. 

برحی از مساله‌ها؛ به هیچ روش خاصی برای حل نباژ تلاستتك: و 
بوعی طنز و شوخی بهحساب می‌آمدند» ولی بعضی دیگر؛ پزعکسن ‏ نبازمند 
روش‌ها و راه‌حل‌های خاص ریاضی بودند: در کتاب به مساله‌های مربوط به 
بخش‌پذیری؛ معادله‌ها ژ دستگاه‌های سبال هنچ برمی‌ حوریم. در اين‌جا سس 
نمونه از مساله‌های مزی‌ریاک را می‌آوريم. 

۱ زن فقیری به بازار می‌رفت تا تخم‌مرغ‌های خود را بفروشد. یکی به 
او تنه زد طوری که سبد زن افتاد و تخم‌مرخ‌ها شکست. گناه‌کار می‌خواست 
زیانی را که وارد کرده‌بود؛ جبران کت از ژزن برسیل ) حند تخم‌مرغ در سبك بود؟ 
وفتی تخم‌مرغ‌ها را دوتادوتا» با سه‌تاسه‌تا» با جهارتاجهارتا یا پنج‌تاپنجحتا یا 
شش‌تاشش‌تا می‌چیدم» هر بار یک تخم‌مرغ اضافی می‌آمد ولی وقتی آن‌ها را 
هفت تا هفت‌ تا چیدم» چیزی بافی نماند. او جند تخم‌مرع داشته است؟ 

ا. کی مرج و بول ارئبه او را بین فرزندانش سیم کر دند. اولی ۱ تالر 

۱ 3 0 9 


۳ 


۱ رم بافی‌ماندة پول‌ها را برداشت و غیره. معلوم شد سهم همه فرزندان 
با هم ۳ شده است. چقدر پول از اين مرد بافی مانده بود و چند فرزند 
داشت؟ 

۳ دونفر یک ظرف ۸ لیتری بر از شیر داشتند. آن‌ها می‌خواستند شیر را 
به‌طور برابر بین خود تقسیم کنند. برای این منظور دو ظرف خالی؛ یکی با 
گنجایش ۲ لیتر و دیگری با گنجایش ۵ لیتر در اختیار داشتند. چگونه عمل 

۴ سه مرد حسود می‌خواستند با همسرانشان از عرض یک رودخانه عبور 
کنند. آن‌ها تنها یک قایق کوجک در اختبار داشتند که دونفر می‌توانستند در آن 
جا بگیرند. چگونه از رودخانه عبور کنند که هرگز هیچ زنی در غیاب شوهر 
خود با یک پا دو مرد دیگر نباشد؟ 

مسالهٌ آخر را به‌صورت دیگری در کتاب آلکوئین ریاضی‌دان (از قوم 
آنگلوساکسون که در حدود ۵۳۵ تا ۴۰۴ میلادی زندگی می‌کرد) هم آمده 


تین 

«مربع‌های وفقی» در کتاب مزی‌ریاک» جای نمایانی دارد. در زمان 
مزی‌ریاک» کار با مربع‌های وفقی جزو سرگرمی‌های همگانی به‌شمار می‌رفت. 
در این‌جا دو نمونه از مربع‌های وفقی (یکی ۳ « ۳ و دیگری ۷ <« ۷) را 
۳ 9 


کنالنه تا طاالنة نمااکه؟ 
ناتک ققنانت 


۳۷ 


در اين آخرها. مربع‌های وفقی» جنب خالص نظری پیدا کردند» زیرا 
روشن شد که نظریه مربع‌های وفقی؛ در حل دستگاه‌های معادله‌ها کاربرد 
دارد. 

علاقهٌ مزی‌ریاک به نظریة عددها در کارهای بیرفرما ریاضی‌دان فرانسوی 
سده هفدهم بازتاب یافت. 

پیرفرها (۱۶۶۵-۱۶۰۱) فرزند یک تاجر بوست؛ درس حقوق خواند و 
در آغاز به‌عنوان وکیل مدافع به‌کار پرداخت؛ ولی بعد مشاور مجلس شد که تا 
پایان زندگی خود آن را حفظ کرد. کار فرما؛ هیچ ربطی به ریاضیات نداشت 
و اين» از شگفتی‌هاست که او از همه وقت آزاد خود برای بررسی‌های ریاضی 
استفاده می‌کرد. او به‌خاطر همین علافه خود موفقیت‌های زیادی در شاخه‌های 
مختلف ریاضی به‌دست آورد. فرما به فیزیک هم علافه داشت و به‌عنوان 
نمونه. اصل آپتیک هندسی راء که امروز به‌نام اصل فرما معروف است. تنظیم 
۳ 

فرما تمنتها حر زمبه‌هایی از ویاضیات که در زمان آو شتاغعه قدد‌نرد؛ 
نتیجه‌گیری‌های تازه‌ای به‌دست آورد» بلکه در زمینه‌های تازه‌ای هم کار کرد : 
آنالیز ریاضی هندسهٌ تحلیلی و نظریةٌ احتمال. همچنین او را باید آفرینند؛ 
نظریه عددها. به‌عنوان یک دانش مستقل دانست. 

فرما درباره مربع‌های وفقی هم پررسی‌های زیادی دارد. مربع‌های وفقی 
را» ایرانی‌ها و هندی‌ها هم می‌شناختند و از آن‌ها بود که در سده‌های میانه. 
به اروپای غربی راه یافت. مربع‌های وفقی را به‌دلیل ویژگی‌هایی که داشت 
مربع‌های جادویی هم می‌گفتند. و اغلب به‌جای «طلسم» و برای معالجه 
بیماری‌ها از آن استفاده می‌کردند. ولی ریاضی‌دانان با چشم دیگری به این 
مربع‌ها نگاه می‌کردند. آن‌ها به ساختمان ریاضی این مربع‌ها علاقه‌مند بودند و 
بررسی‌های آن‌ها» در زمنهٌ روش ساختن این مربع‌ها» موجب پیشرفت برخی 
از نظریه‌های ریاضی شد. حتا مزی‌ریاک توانست روش ساختن مربع‌های 


۳ ٩ 


وفقی را که تعداد خانه‌های آن‌ها فرد باشد» بیدا کند. فرماء اندیشهُ تشکیل 
مربع‌های وفقی را به فضا کسترش داد» یعنی مکعب‌هایی را مطرح کرد که 
ویژگی‌هایی شبیه مربم‌های وفقی داشته باشند. 

فرما؛ با پرداختن به موضوع بخش‌پذیری عددها راه‌حل جالبی برای تجزیه 
یکی عل‌د یه ضصرب ده عدد طبیعی بیدا گرد روش فرما) برای حالت‌هایی 3 
تجزیه عرل ذ طبیعی دشوار به‌نظر هی رسد » نان سنه ۵ مت انتتنگن 

فرض کنیم بخواهیم» عدد طبیعی ۸ را به‌ضرب دو عامل تجزیه کنیم. 
عدد طبیعی 6 را کوچکترین عددی می‌گیريم که مجذور آن از 4 بزرگتر باشد. 
در این صورت ی -- ی اد اکن 6 به‌توبه خود؛ مجذور یک عدد طبیعی 
باشد) یعی 7 تس 3 آنرقت تجریه لد ۳ روسن رت 


(۵ - ۵)( + ۵) < و - آن < ۸ 


در حالتی که 6 مجذور کامل نباشد. به‌جای ۰6 عدد ۱ + را انتخاب 
می‌کنيم : ,6 - ۱(۲ + ») < ۸. اگر ۱ مجذور یک عدد طبیعی باشد؛ 
تجزیه انجام می‌شود» در غیر این صورت به‌جای » عدد ۲ + » و در صورت 
نیاز ۳ + ۰۵ ۴ + 6 و غیره را انتخاب می‌کنيم تا به نتيجه برسیم. مثال : 
,۰ مد ۳۱ ات ۱۵۲ ۳۶ :۲ ۷۵ اد ۵۸٩‏ 
٩۳ -- ۳۷ ۶ ۹‏ - ۲۸۲ < ۲۶ ۲۷۲ - ۷۰۳ 


فرما در نظریهٌ عددهاء یک رشته نتبجة باارزش به‌دست آورد. تتها چند 
نمونه از این نتیجه‌ها را نام می‌بریم. 
مجلذورهای دو عدد نوشت. 

بیش از همه «فضیه بزرگ فرما» و «فقضيهٌ کوجک فرما؛ مشهور شده 


افیا 


۳۹ 


فرما فقضيه بزرگ خود را» ضمن مطالعهٌ کتاب «حساب» دیوفانت اثر 
مزی‌ریا ک مطرح کرد. فرما در حاشیه این کتاب و در کنار جایی که معادلة 
2 + ۲ آمده بود؛ نوشت : «درضمن؛ نمی‌توان یک مکعب را به 
مجموع دو مکعب» یک توان چهارم را به مجموع دو توان چهارم و به‌طور 
کلی» یک توان را به مجموع دو توان با همان نماء تبدیل کرد. من در وافع؛ 
اثبات مهیجی برای این گزاره پیدا کرده‌ام» ولی در این‌جاء به‌دلیل کمبود جا 
نمی‌توانم آن را مطرح کنم». این فضيهٌ فرما» امروز به‌این صورت مطرح 
می‌شود: اگر 2 و ۷ و 2 عددهایی گویا و 7 عددی طبیعی باشد. معادلة 
< ۳ + 2۳ برای ۲ < 1 جواب ندارد». با این‌که بسیاری از ریاضی‌دانان 
بزرگ بعد از فرما؛ تلاش کردند این حکم را در حالت کلی ثابت کنند؛ به 
نتیجه نرسیدند اگرچه در حالت‌های خاص زیادی» درستی حکم فرما ثابت 
شد. اللته» در سال‌های اخیر؛ فضيه فرما؛ به‌وسیله یک زریاضتن دان انکلیسی 
مقیم امریکا؛ به‌صورتی مفصل و غيرمستقيم ثابت شد. 

فضیه کو جک فرما حاکی است از : «اگر ‏ عددی اول و » عددی طبیعی 
بخش‌ناپذیر بر م باشد. آنوقت عدد ۱ - "0۳ بر بخش‌پذیر است: 
۱- ۲۶ بر ۱۰۷ - ۲۳ بر ۳ بخش‌پذیر است و غیره. 

مهم‌ترین کار فرما در زمينة جبر» به نظریة «آنالیز ترکیبی» مربوط می‌شود. 
وننی‌ها و هندی‌ها هم در.اين زمینه کار کردهبودند؛ ولی طرح علمی این 
نظریه در سد؛ هفدهم میلادی در کارهای فرما و فیلسوف. فیزیک‌دان و 
ریاضی‌دان دیگر فرانسوی» پاسکال پی ريخته شد. این دو دانشمند» به‌جز 
نظريةٌ آنالیز ترکیبی؛ نظریةٌ احتمال را هم» که شاخه تازه‌ای از ریاضیات بود؛ 
نون ایند 

نخستین مساله‌های مربوط به نظريةٌ احتمال» در سده شانزدهم میلادی 
پدید آمد. نظریهٌ احتمال در رابطه با پیمه و قمار مطرح شد. در این زمینه. 


به‌ویذة» تاس بازی (مکعبی استخوانی که روی وجه‌های آن عددهای از ۱ تا ۶ 


و ۲ ۲ 


نقش شده است) نظر ریاضی‌دانان را به خود جلب کرد. فرما و پاسکال مبانی 
نظریه احتمال را بنیان ریختند و مفهوم «انتظار ریاضی» را وارد در اصطلاح‌های 
ریاضیات کردند. آن‌ها احتمال وقوع یک پیش‌آمد را» نسبت تعداد پیش‌آمدهای 
مساعد با تعداد پیش‌آمدهای ممکن دانستند. به‌عنوان نمونه» وفتی دو تاس 
بازی را با هم بيندازيم» احتمال آمدن خال‌هایی با مجموع ۷ برابر 2 و 
اختمال آمدن خال‌هایی با مجموع 1 ترانر فا 

مساله‌ای که انگیزه‌ای برای تولد نظریهٌ احتمال شد؛ چنین است : دمره 
نامی» از دوستان پاسکال؛ با اين پرسش به او مراجعه کرد: مبلغی بول را 
چگونه و با چه نسبتی تقسیم کند که درست و عادلانه باشد؛ با این شرط‌ها: 
دو نفر با مکعب‌ها بازی می‌کنند. قرار گذاشته‌اند کسی که قبل از دیگری به 
تعداد معینی برد دست یابد» مبلغ را به او بدهند. ولی به‌دلیل محدود بودن 
تعداد بازی‌ها برنده‌ای پیدا نشد. اولی در پایان بازی یک امتیاز و دومی دو 
امتیاز کم داشت. بنابر راه‌حل پاسکال» باید 3 پول را به اولی و ۷ آن را 
به دومی داد. استدلال باسکال چنین بود: در هر حال؛ بول حق اولی 
است؛ زیرا اگر دومی دور بعدی بازی را هم می‌برد آنوقت پول به دو بخش 
برابر تقسیم می‌شد؛ ولی به اولی یک‌چهارم پول اضافه می‌رسد. زیرا هر دو 
بازی‌کن دربار؛ُ نصف بقیك پول» حقی برابر دارند. راه‌حل پاسکال را به فرما 
دادند و او اين مساله را به‌یاری آثالیز ترکیبی حل کرد و همان جواب را به‌دست 
7 

نظریهٌ احتمال که پایه‌های آن به‌وسیلهٌ فرما و پاسکال گذاشته شده‌بود» در 
سدهٌ هجدهم پیشرفت بسیار کرد و اساس نظری آن به‌وجود آمد. درضمن 
نظریة احتمال کاربردهای زیادی» چه در دانش‌ها و چه در فعالیت‌های عملی 
بیدا کرد. آغاز کاربرد نظریهٌ احتمال در صنعت بیمه بود» ولی بعد جنان 


۳۳۱ 


کارهای فرما؛ برای تکامل هندسه تحلیلی ارزش زیادی دارد. در نوشتة 
خود به نام «مقدمه‌ای بر آموزش مکان‌های مسطح و فضایی» که به‌وسیلهٌ پسر او 
و بعد از مرگ فرما چاپ شد. به‌صورتی روشن و دفیق. مسالهٌ بیان معادله‌ها را 
به‌یاری هندسه مطرح کرده است. فرما می‌گوید : به‌کمک دو پاره‌خط راست که 
بهتر است بر هم عمود باشند و نقطهٌ برخورد آن‌هاء به‌عنوان مبداء محاسبه در 
نظر گرفته شود می‌توان معادله را به زبان هندسه بیان کرد. او میداء مختصات 
را ۰1۷ محور طول را ۸ و محور عرض را 7 می‌نامد و با انتخاب مقدارهای 
ثابت با حرف‌های 17 (1 و 5 معادلهٌ خط راستی را که از مبداء می‌گذرد و 


معادله سهمی و دایره را این طور یمیت می‌آورد : 
"رح "هر او و لا ۰ را ع< هر و 0 ۳۲۰ ع< ۸ ۰] 


باید یادآور شد که شکل نوشتاری فرما؛ دربارهٌ معادله‌ها» تا حد زیادی با 
هم‌عصران او تفاوت دارد. به‌عنوان نمونه» فرما ۸۳ را به‌شکل ۸4 می‌نویسد 
که در آن 0 حرف اول وارهُ 020120111۳0 لا تینی به‌معنی مربم است.. 
در وافع؛ فرما معادلة خط راست را این‌طور می‌نوشت: «(1 روی ۸4 برابر 
است با ۶ روی ۰0۳ و معادله بیضی به‌این صورت بیان می‌شود: «اگر 
۵ - 134 نسبت مفروضی با 1/0 داشته باشد؛ آنوقت نقطهٌ آ. روی محیط 
بیضی است». این بیان با شکل هم همراه است (شکل ۳۴). 


شکل ۳۴ 
به‌این ترتیبا) در کارهای فرما؛ همه آن‌جه را که برای بان معادله‌های 


۳۳ 


جبری به کمک طیلب تیاه لازم است ) یعنی خط‌های اضلی هن سه تحلیلی را 
می‌توان دید. تنها این مطلب را باید یادآوری کرد که فرما؛ تنها با یک محور 
(محور طول) کار می‌کند و مبداء را روی آن در نظر می‌گیرد و به‌یاری همین 
نقطه با محور طول یا در جهت عمود بر آن و يا به‌صورت مایل؛ در نظر 
کیک یعنی فرما هم اژ دستگاه مختصات دنم استفاده می‌کرد و هم از 
دستگاه مختصات مایل. مختصات منفی » در کارهای فرما دیده۵ نمی‌شود. 
باوجود این ؛ او معادلهة دایره با بیضی را» با مرکز در مبداء مختصات انتخاب 
می‌کند و محور بزرگتر بیضی را منطبق بر محور طول می‌گیرد؛ گرچه بر محیط 
این گونه دایره پا پیضی؛ نقطه‌های با مختصات منفی وجود دارد. اگر دو معادله 
دومجهولی » تنها در ضریب‌های ثابت متفاوت بودند» فرما آن‌ها را نمایند؛ 
منحنی با خحصلت‌های مشابه می‌دانست. 

به‌احتمالی » کارهای فرما در زمینه هندسه تحلیلی» دست‌کمی از کارهای 
دکارت ( که او را آفرپننده هنل سه تحلیلی می‌شناستد ) ات لیرس‌یا یا »1 همان‌طور 
که گفتیم نشته‌های فرما بعل از بط او و به‌پاری بسرسض هنتشر سل 3 
به‌همین مناسیت کارهای دکارت پیت ی بیدا کرد. 
مثال» «روش‌های بررسی بیشترین و کمترین مقدارها (ماکزیمم و می‌نیمم)» 
و کار مربوط به محاسبةٌ مساحت سطح قطعه هذلولی رامی‌توان نام برد. 
فرما در وشته‌های خود» روش تعیین مماس بر منحنی مسطحه و روش‌های 
انتگرال گیری اژ برحی تابم‌های ساده را می دهد . روص او 1۳ برای تعسن 
مقدارهای اکستره‌مم تابم» به زبان آمروزی می‌توان به‌اين ترتیب بیان کرد. برای 

۱ در زمان فرما؛ هنوز اصطلاح اکمیت متغیرا به‌کار نمی‌رفت و به‌جای آن؛ گفته 

می‌شد اکمیت مجهولا. 


توا ی 


پیدا کردن مقدار اکستره‌مم تابع (1)2 برای متغیر نمو 17 را در نظر می‌گیریم 


و این معادله را تشکیل می‌دهیم : 
5 (۲)2 - ۳ + »)1 


1 

بعد از تقسیم بر ۰17 فرض می‌کنيم ۰ < . در این صورت» معادله‌ای 
که به‌دست می‌آید» مقداری از متغیر را به ما می‌دهد که به‌ازای آن» تابع به 
مقدار اکستره‌مم خود می‌رسد. همان‌طور که می‌بینیم» وقتی 1 به‌سمت صفر 
میل می‌کند سمت چپ معادله» مشتق تابع (2)] می‌شود و بنابراین با صفر 
قرار دادن مشتق طول نقطهٌ اکستره‌مم به‌دست می‌آید. 

فرما از روش خود برای حل بسیاری از مساله‌های هندسی استفاده می‌کند ؛ 
ازجمله برای مسالهٌ تعیین مخروط با بیشترین حجم و استوانهُ با ببشترین سطح » 
وقتی در یک کرهٌ مفروض محاط شده‌باشند؛ همچنین برای ساختن مماس بر 
یک منحنی. خط کلی استدلال فرما برای ساختن مماس بر منحنی را؛ می‌توان 
به‌این ترتیب بیان کرد: به زبان امروزی» فرض می‌کنيم نمودار (2)] < ۷ را 
رسم کرده‌باشيم (شکل ۳۵). اگر بخواهيم از نقطه ۸۸ مماسی بر این منحنی 
رسم کنیم در آغاز قاطم ۲ را می‌سانيم که در آن» 71 نقطة برخورد 
قاطع با محور طول است؛ سپس عمودهای ۸/5 و ۳ 6 را بر محور طول 
و از 7۷ خط راستی موازی محور طول تا برخورد در نقطهٌ 11 با خط راست 
1 وسم می‌کنيم. 


3 


باتو جه به تشابه مثلث‌های و 1۷ ۲ ۱۷ ۶[ به‌دست ی 


۷۱ :۲۱ ۱۷ -- |۱۸۷۲ : ۱ 7 
از آن‌جا 
۱ پیت ا ۷/۵۱۷ رب 
)۳ - (ظ + 2 رای 111 ۳۹ 


اگر ۸۵۸2 به‌سمت صفر میل کند» |5 71| به‌سمت تحت مماس میل می‌کند و 
تزا می‌شود. با در دست داشتن نقطهٌ ۸۷ و مقدار تحت مماس؛ 
بی‌تزان بمسادگی قط رامیت بان زا وسسر زد 

می‌بينيم» فرما بری حل این‌گونه مساله‌ها» از مثلث 16/۷/۲ استفاده 
می‌کند که ضلم‌های مجاور به زاویهٌ قائمهٌ آن؛ نموهای متغیر و تابع‌اند. این 
مثلث برای تکامل بعدی آنالیز ریاضی؛ اهمیت زیادی دارد؛ دیگر ریاضی‌دانان 
هم‌عصر فوما؛ ازجمله پاسکال هم از این مثلث استفاده گرده‌اند. بعدماء 
لایب‌نیتس» این مثلث راء مثلت مقسر نامید. 

فرما» بعد از حل مساله‌های مربوط به ماکزیمم و می‌نیمم و رسم 
مماس» به مساله‌هایی می‌بردازد که بعدها به‌عنوان جدیدترین مساله‌های محاسبهٌ 
دیفرانسیلی به‌شمار رفت. باوجود اين» این‌ها همه آن چیزهایی نیست که فرما 
در زمینة آنالیز ریاضی بررسی کرده است. فرما با طرح و حل مسالة محاسبة 
مساحت‌های محدود به منحنی‌ها» روش‌هایی را به‌کار می‌برد که به محاسيهة 
انتگرالی بسیار نزدیک است. 

به‌عنوان نموه فرما برای منحنی «سهمی مانند» 1٩‏ < ۰7 سطحی را؛ 
که پین منحنی تابع 75 < ۷ دو خط عمود بر محور طول و خود محور 
قرار دارد» شبیه آن‌چه امروز برای انتگرال‌گیری انجام می‌دهیم؛ تقسیم می‌کند؛ 
ولی این سطح‌ها را با قانون معینی می‌سازد: عرض‌ها. برای نقطه‌های متناظر 


۲ ۳ ۵ 


با طول‌های تب بت ) 1 :0 7 0 و غیره رسم می‌شو نل ؛ درضمن 1 عددی 
کوچکتر از واحد است. با این ساختمان» طول نقطه‌ها. به‌ترتیب کوچک 


۵ -۱) ۵ رعه(۵ ۵۱ ,2( --۱) 


و عرض‌های متناظر عبارتند از 


مقدار تفریبی مساحت» به‌شرطی به‌دست می‌اآید . که به‌جای نوارها (تکه 
سطح‌ها)» مستطیل‌هایی در نظر بگيريم که قاعده آن فاصلهٌ بین نوارها و 
ارتفاعشان عرض‌ها باشد و؛ سپس» مجموع مساحت‌های همه این مستطیل‌ها 
را به‌دست آوریم. اگر در مجموع حاصل که یک تصاعد هندسی نزولی 
بی‌پایان را تشکیل می‌دهد» فرض کنیم ۱ < ۰6 مقدار مجهول مساحتِ 
شکل» که بین عرض‌های متناظر با طول‌های » و 1 قرار دارد» به‌دست 
می‌آید. و این را‌حل» هم‌ارز است با محاسبهٌ انتگرالی ع 5 فرما 


با این روش خود» می‌توانست / را هم محاسبه کند. به‌این ترتیب» 
فرماء به‌جز شکل‌های سهمی مانند. مساحت شکل‌های هذلولی مانند را هم 
یا می‌کنن. 

با نمونه‌هایی که آوردیم» روشن می‌شود که فرما. روش‌های اصلی آنالیز 
را می‌شناخت» ولی روش‌های او مستلزم عمل‌های عظیم بود: او نتوانست 
قانون‌های کلی و آلگوریتم‌های مربوط به محاسبهٌ دیفرانسیلی و انتگرالی را؛ 
شبیه آن‌جه امروز داریم؛ پیدا کند. 

در رابطه با کارهای فرماء باید بلافاصله از کارهای دکارت نام برد. 

رنه دکارت (۱۶۵۰-۱۵۹۶) فیلسوف؛ فیزیک‌دان؛ ریاضی‌دان و اندام- 


شناس بزرگ فرانسوی» تباری درباری داشت. آموزش خود را در یک مدرسة 


۳۳۶ 


خصوصی متعلق به یسوعیان (ژزوئیت‌ها) به نام 6 درا گذراند. دکارت 
درباره این دورة آموزش خود می‌نه یسد : اهمة آن جه از دیگران آموخته‌بودم؛ 
یاد گرفتم ولی به آن‌ها قانع نشدم. هرچه و از هرجا به دستم می‌رسید. 
می‌خواندم. کتاب‌های مربوط به طبیعت و چیزهای دیگر [علم‌الاشیاء]؛ برایم 
بسیار جالب و لازم بود». ولی کتاب حکمت او را راضی نمی‌کرد و می‌خواست 
با «کتاب جهان» آشنا شود یعنی با زندگی طبیعت و انسان‌ها.و برای این 
منظور؛ به‌گفت؛ خود او «لازم بود جوانی خود را در سفر بگذارنم» مردمان را 
در دربارها و آرتش‌ها مورد مطالعه قرار دهم با مردمانی که در جامعه‌های 
مختلف و با خصلت‌های مختلف زندگی می‌کنند؛ آشنا شوم. تجربة بسیار 
پیاموزم؛ خودم را در موقعیتی بگذارم که سرنوشتم را روشن می‌کند و همه و 
همه آن‌چه در تصور است بررسی کنم. به‌نحوی‌که بتوانم نتیجه لازم را به‌دست 
آورم». 

دکارت به بررسی جنگ می‌پردازد و خود در بسیاری از جنگ‌ها ازجمله 
جنگ سال سی شرکت می‌کند. مسیر جنگ‌ها او را به سفر وا می‌دارد؛ که 
علاقهٌ به آن را تا بایان زندگی حفظ می‌کند. 

دکارت بخش عمده‌ای از کارهای علمی خود را در هلند به انجام رسانید» 
ولی در سال ۱۶۴۹ بنا به دعوت کریستیان یادشاه سوئد؛ به استکهلم رفت ؛ 
جایی‌که آرامش خود را بازیافت و محیطی مساعد برای کارهای علمی خود 
پیدا کرد. ولی هوای سرد سوئد با او سازگار نبود» به‌سختی ضعیف می‌شد و 
یروی خود را از دست می‌داد تا سرانجام در سال ۱۶۵۰ از بیماری ذات‌الریه 
درگلکت:. 

علاقةٌ استثنایی به فلسفه و دانش‌های طبیعی و ریاضی و همچنین سطح 
بالای آگاهی‌های دکارت در این رشته‌ها» به او امکان داد فلسفهٌ خاصی را 
پی‌ریزی کند که تاثیر زیادی از خود باقی گذاشت. این فلسفه» خصلتی 
دوگانه دارد» زیرا بر دو آغازهُ متضاد تکیه می‌کند: ایده‌الیسم و ماتریالیسم. 


۳۳۷ 


این دوگانگی بیان؛ از یک طرف» دکارت را در راه متافیزیک ایده‌آلیستی 
می‌اندازد و» از طرف دیگر» همه نوشته‌های او در زمینه‌های ریاضی» فیزیک 
و اندام‌شناسی؛ خحصلت ماتریالیستی دارد. دکارت اساس بررسی‌های علمی 
خود را بر آموزش دربار؛ُ ماده قرار می‌دهد و البته ماتریالیسم او ماتریالیسم 
مکانیکی بود. دکارت ویژگی‌های اساسی ماده را؛ تحرک و بخش‌پذیری آن 
می‌داند. دکارت در این گونه نوشته‌های خردی.علبه آموزش فودالی کلیسایی 
(آموزش اسکولاستیک) برمی‌خیزد و» درضمن؛ این شیوه آموزش را متضاد 
با عقل می‌داند. به‌همین مناسبت است که فلسفه دکارت در تاریخ تکامل 
فلسفه عقل گرا نامیده می‌شود. 

ریاضیات. که دکارت آن را دانشی «دربارهُ نظم جهان» می‌نامد و آن را 
بالاتر از همه دانش‌ها قرار می‌دهد. می‌تواند به خواست عقل پاسخ دهد؛ و 
عجیب نیست که دکارت تا به‌این اندازه شیفته ریاضیات باشد و نوشته‌های 
ریاضی او در جریان تکامل بعدی ریاضیات؛ این‌قدر تاثیر کند. 

دکارت که اساس فلسفه علمی خود را بر حرکت ماده گذاشته بود» حرکت 
را وارد ریاضیات هم مس کننا: اگز تا بیش از دکارت» ریاضیات براساس 
کمیت‌های ابت بود و خصلتی متافیزیکی داشت. به‌یاری کارهای دکارت ؛ 
دیالکتیک وارد دانش ریاضی (و هم دانش‌های طبیعی) شد. به‌قول فردریک 
فیلسوف آلمانی «کمیت‌های متغیر دکارتی را باید نقطه چرخشی در ریاضیات 
دانست. به‌پاری این‌ها بود که حرکت و به‌همراه آن دیالکتیک وارد ریاضیات 
سل 

این چرخش در ریاضیات بیش از هر جای دیگر» در نوشتةٌ دکارت 
به‌نام (هندسه) انجام ظر فرت اگر بیش از دکارت کیمت‌های ثابت بر ریاضیات 
حکومت می‌کردند؛ با وارد شدن حرکت» نوبت به تسلط کمیت‌های متغیر 
رسید و دیالکتیک را به‌جای متافیزیک نشاند. 


(هندسه» تنها یکی از بخش‌های مجموعه‌ای است که دکارت زیر عنوان 


۳۳۸ 


اداوری درباره روش در سال ۱۶۲۷ چاب کرد. 

اروش؛ دکارت شامل این جهار فاعده است : 

چیزی درست شمرده می‌شود که به‌اندازةٌ کافی روشن باشد. به‌زبان 
دیگر» باید بی‌شتاب و بدون پیش‌داوری به نتیجه برسد. درضمن بدیهی بودن 
و روشنی» مهم‌ترین شرط این نتیجه است. 

۲ هر مساله يا دشواری را باید به بخش‌های کوچکتر تفسیم کرد و تا 
آن‌جا که لازم است پیش رفت تا بررسی بهتر انجام بگیرد. 

۳ بررسی را هميشه باید از ساده‌ترین موقعیت موضوع آغاز کرد و 
به‌تدریج جلو رفت» همان‌طور که از پلکان بالا می‌رويم» تا به موقعیت‌های 
بیچیده‌تر موضوع يا پدیده برسیم» زیرا نوعی ردیف حتا بین چیزهایی که 
به‌دنبال هم نیامده‌اند» وجود دارد. 

۴ باید همیشه به همه علت‌ها و دیدگاه‌ها (حقیقت‌ها: کشف‌ها 
فرضیه‌ها؛ دستگاه‌ها) توجه کامل کرد تا اطمینان حاصل شود که چیزی از نظر 
بنهان نشده است. 

دکارت در (هندسه) خود بایه‌های نمادهای حرفی را برای جبر و هندسه 
تحلیلی می‌ریزد» یعنی امکانی را به‌وجود می‌آورد که به‌پاری آن بتوانیم شکل‌های 
هندسی و رابطه‌های تحلیلی را به‌کمک معادله‌ها پیان کنیم. البته» این روش 
یش از دکارت هم به‌کار می‌رفت و به‌عنوان نمونه» فرما تا حد زیادی آن را 
تکامل داد. ولی این روش برای دکارت اهمیت زیادی داشت: زیرا به‌کمک 
آن توانست جهت بیشرفت ریاضیات را در آینده» تغییر دهد. قبل از دکارت و 
از دوران باستان؛ هندسه اهمیت زیادی در ریاضیات داشت؛ حتا مفهوم‌های 
جبری و دستورها را به‌طور معمول به‌وسیله تصویرهای هندسی نشان می‌دادند. 
حتا خود دانشمندانی هم که نمادهای جبری را به آن‌ها مدیونیم (مثل ویت) 
چنین بودند. دکارت که شکل‌های هندسی را با عبارت‌های تحلیلی بیان کرد؛ 


ریاضیات را به مسیر دیگری انداخت ‏ مسیری که در 1911 جر در درحه اول 


۳۳۹ 


اهمست بود. به‌همین جهت است که دکارت در «هندسه» و سایر نوشته‌های 
خود - ازجمله نامه‌هایی که به دوستان خود نوشته است -۰ توجه زیادی به 
جبر می‌کند. درضمن دکارت نمادهای تازه‌ای وضم کرد و به‌همین مناسبت 
اهندسه) در تکامل جبر هم اهمیت زیادی داشته است. به برکت کارهای 
دکارت ؛ جبر؛ چه در بایه‌های خود و چه در انتخاب نمادها؛ به جایی رسید 
که تا امروز هم مورد قبول است. 

«هندسه» دکارت برای بسیاری از هم‌عصران او دشوار و دور از دسترس 
بود. دشواری فهم مربوط به این بود که خواننده با نمادهایی از جبر روبه‌رو 
می‌شد. که برای او تازگی داشت. اندیشه‌های به‌کلی تازه‌ای در آن وجود داشت 
و در هر باره» بسیار کوتاه صحبت شد‌بود. در واقع در «هندسه دکارت»؛ 
ختا طرج منظم و حقتی از هندسة تخعلیلی ورد ندارة. مثل این است که 
اشاره‌هایی به اندیشه‌هایی که داشته است؛ شده باشد و جنان رمز‌گونه به‌نظر 
می‌رسد که برای کشف رمز آن باید دشواری‌های زیادی را تحمل کرد. این 
روش طرح مطلب؛ ویژه دکارت است. با استعداد درخشانی که داشت 
هرگز حوصله نمی‌کرد؛ کتاب‌های علمی را که به تفصیل شرح هر موضوعی 
را داده‌اند» بخواند. وفتی به کتابی دست می‌یافت» می‌کوشيد به اندیشة اصلی 
کتاب پی ببرد و تنها چند صفحه اول آن را می‌خواند. بعد تلاش می‌کرد؛ 
همین نتیجه گیری‌های نویسنده کتاب را خودش به‌دست آورد. اساس علاقة او 
به مطالعه؛ بر همین مبنا بود. با تصور این‌که همین روش مطالعه» برای دیگران 
هم فیسر آنتت: ریت توقای عخوط را بسیار وتا و نزن می‌نوشنت, 
برای مثال او در یکی از صفحه‌های نخست «هندسه» می‌نویسد : «ولی من از 
شرح مفصل می‌گذرم؛ زیرا نمی‌خواهم شما را از لذتی که در کار مستقل برای 
شما وجود دارد» محروم کنم». 

دکارت در همان آغاز «هندسه» بستگی بین عمل‌های حسابی و رابطه‌های 


هندسی را شرح می‌دهد. پرای این منظور به این ترتیب» بین آن‌ها تناظری 


۳۳ 


برقرار می‌کند : «همان‌طور که در حساب با چهار یا پنج عمل سروکار داریم 
یعنی جمع» تفریق» ضرب. تقسیم و ريشه گرفتن (که به تعبیری می‌توان آن 
را نوعی تقسیم به‌حساب آورد)» همان‌طور هم در هندسه؛ برای این‌که خط 
مجهول را معین کنیم تنها باید به این خط خط دیگری را به آن اضافه یا 
از آن کم کنیم» یا برای این‌که بستگی بیشتری با عدد داشته باشیم؛ خطی را 
(که به‌دلخواه انتخاب کرده‌ایم) به‌عنوان واحد در نظر بگیریم. یا وقتی دو خط 
دیگر داریم» خط چهارم را طوری پیدا کنیم که نسبت آن به یکی از دو خط 
پرابر باشد با نسبت دیگری به واحد» و این همان ضرب است؛ پا خط چهارم 
را طوری پیدا کنیم که نسبت آن به یکی از آن‌دو» برابر باشد با نسبت واحد به 
دیگری» و این همان تقسیم است؛ یا یک دو یا چند میانگین متناسب بین 
واحد و خط دیگری را پیدا کنیم؛ و اين؛ همان جذر پا کعب و غیره است». 

این دیدگاه دکارت به او امکان داد تا بتواند رابطه‌های بخرنج هندسی را؛ 
ب‌وسیلةٌ عبارت‌های سادهٌ جبری بیان کند. ولی برای این‌که به‌سادگی بتواند 
این عبارت‌های تحلیلی را پیدا کند باید به‌طور منظم نمادهای جبری را وضم 
می‌کرد و نظریة حل معادله‌های جبری را استحکام می‌بخشید. به‌همین دلیل 
است که در «هندسهة» دکارت توجه زیادی به جبر شده است. نمادهایی که 
دکارت در این کتاب به‌کار می‌برد؛ به نمادهای مورد استفادهٌ هم‌عصران او 
بسیار نزدیک است. دکارت حرف‌های آخر الفبا (۰2 ۷ 2) را برای مجهول 
و حرف‌های نخست الفبا (۰0 ۰0 ») را برای معلوم به‌کار می‌برد. از زمان 
دکارت. توان‌ها را به‌همان صورتی که امروز معمول است. می‌نوشتند. دکارت 
برای نوشتن یک معادله» همه جمله‌ها را به‌سمت چپ می‌برد» به‌نحوی که در 
سمت راست؛ عدد » می‌شد. ولی او از نمادع برای علامت برابری استفاده 
می‌کرد؛ باوجودی که نماد - (دو باره‌حط راست موازی) برای برابری که 
امروز هم به‌کار می‌بريم» در زمان دکارت وجود داشت : این نماد را پزشک و 
ریاضی‌دان انگلیسی روبرت رکورد (۱۵۵۸-۱۵۱۰) وارد ریاضیات کرده بود. 


۳۳۱ 


در اهندسة) دکارت؛ به فضیهٌ اصلی جبر هم برمی‌حوریم؛ این فضیه را 
آلبرت ژیرار (۱۶۳۲-۱۵۹۵) اهل لُورن فرانسه آورده بود» ولی به احتمال 
زیاد» دکارت اطلاعی از کار زیرار نداشت و خود به‌طور مستقل و دوباره نتیجه 
گرفته بود. مضمون نتیجه گیری دکارت این بود که» هر معادله‌ای به تعداد عدد 
درجه معادله» جواب دارد. درضمن» دکارت می‌پذیرفت که برخی از جواب‌ها 
ممکن است «دروغ» باشد (او به جواب‌های منفی؛ جواب دروغ می‌گفت) و 
يا حتا «خیالی» (یعنی موهومی). با همه این‌ها» اثبات قضیه در نوشته‌های 
دکارت دیده نمی‌شود. 

مهم‌نرین کار دکارت در زمینه معادله‌ها: پیدا کردن روشی برای تعبین 
تعداد ریشه‌های مشبت و تعداد ریشه‌های منفی معادله است. روش دکارت؛ که 
به «قانون علامت‌ها؛ مشهور است؛ جنین بود: تعداد ریشه‌های مثبت معادله 
(اگر حقیقی باشند) برابر است با تعداد تغییرعلامت‌ها در جمله‌های معادله 
و تعداد ریشه‌های منفی» برابر است با تعداد علامت‌های تابت. به‌عنوان 
نمونه » معادله 
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دارای یک ريشة مثبت و دو ريشه منفی است. 
در «هندسه» دکارت روش ضریب‌های نامعین هم آمله است:: اگر دو 
چندجمله‌ای با درجهٌ برابر» یکی باشند» ضریب‌های توان‌های براب با یکدیگر 
برابر است. خود دکارت برای حل بسیاری از مساله‌های هندسی» این روش 
را به‌کار برده است. 
به این ترتیب» «هندس» دکارت؛ نه‌تنها برای هندسه که برای جبر هم 


راه‌های پیشرفت را گشوده است. 


۳۳ 


اما آن‌چه به‌ویژه به هندسه مربوط می‌شود. دکارت روش مختصاتی را 
وارد ریاضیات و به‌یاری آن مساله‌های دشوار هندسی را حل کرد» مسیری که 
در تکامل بعدی ریاضیات نقشی جدی داشت. نام «هندسهة تحلیلی؛ را بعدها 
نیوتون بر این روش گذاشت. 

دکارت؛ در کنار طرح روش مختصاتی» قاعده‌هایی را برای به‌دست اوردن 
معادلةٌ منحنی‌ها و حل مسالةٌ رسم قائم بر منحنی (و همراه آن) مماس بر 
متحنی.) می ورد واین دکارت وارد فضا نمی‌شود و مختصات نقطه‌های خارح 
از صفحه را مطرح نمی‌کند. 

همان‌طور که پیش از این هم گفتيم. دکارت ارزش زیادی به ریاضیات 
می‌داد. او معتقد بود که ریاضیات می‌تواند نمونه و الگویی برای دیگر دانش‌ها 
باشد. به اعتقاد او» تنها دانشی را می‌توان درست و واقعی دانست که روش 
ریاضی را دنبال کند. زیرا نتیجه‌گیری‌های ریاضیات یقینی» درست و قابل 
اعتمادند. ولی دکارت» در زمینة داوری دربارة ریاضیات دچار اشتباهی شده 
بود: او ریاضیات را» بیرون از جهان واقع و محصولی از کار عقل انسانی 
می‌دانست و به اين نکته توجه نداشت که سر جسمه موضوع‌ها و مفهوم‌های 
ریاضی جز دنیای وافع دور و بر ما و جز نتیجه‌ای از کار و تجربة طولانی 
السان لیست. آبن امقاه دقارته به آو تلقین مر گرد که آزقچه اتبان مر انديشد 
درست است و لزومی ندارد به معرض آزمایش گذاشته شود و یا مورد تایید با 
واقعیت‌های جهان خارج قرار گیرد. برای دکارت» اندیشه‌های ریاضی. به این 
جهت درست و قطعی هستند که از عقل انسان ناشی شده‌اند نه از تجربه 
و عمل. دکارت حقیقت‌های ریاضی را مسلم‌تر از حقیقت‌هایی می‌دانست 
که به‌یاری تجربه به‌دست آمده‌اند. بنابراین؛ اگر دکارت در کارهای ریاضی 
و دانش‌های طبیعی» با وارد کردن کمیت‌های متغیر و فراهم کردن زمینه برای 
پیدايش بی‌نهایت کوچک‌ها و آنالیز ریاضی؛ در موضم یک دانشمند نابغه با 
انديشه دیالکتیکی است؛ با بها دادن بیش از اندازه به عقل انسانی و روگردان 


۳۳۳ 


شدن از تجربه و عمل و واقعیت‌های جهان خارج؛ در موضع ذهن گرایان قرار 
"دارد. 

هم‌عصر کوچکتر فرما و دکارت» و یکی از بزرگترین ریاضی‌دانان؛ 
فیریک‌دانان و فیلسوفان زمان خود» بلز پاسکال بود. 

باز پاسکال (۱۶۶۲-۱۶۲۳ میلادی)» در شهر کلرمون فرانسه به دنبا 
آمد. پدرش لتیین پاسکال؛ رئیس دادگاه پژوهش» پس از مرگ همسرش 
به پاریس رفت و در آل‌جا خود را با ریاضیات و فیزیک مشغول کرد که 
موفقیت‌های جالبی هم در این مسیر به‌دست آورد. علاقة اتیین به دانش‌های 
فیزیک و ریاضی» به پسرش سرایت کرد و بلز از همان کودکی استعداد خود 
را در این زمینه‌ها نمایان ساخت. بنابه گواهی هم‌عصران او در پنج سالگی؛ 
وفتی هیچ اطلاعی از دانش هندسه نداشت؛ توانست بیش خود؛ فضیه مربوط 
به مجموع زاویه‌های درونی مثلث را حل کند و وئتی که تنها ۰ سال داشت؛ 
رساله‌ای دربارة صدا نوشت. انگیزهُ نوشتن این رساله» این بود که متوجه شد 
با انگشت گذاشتن روی للبوانی که به صدا درآمده است یکباره صدا قطع 
می‌شود. 

دشوار است دربارة این موفقیت‌های پاسکال و ارزش آن‌ها صحبت کنیم؛ 
ولی آن‌چه روشن است» در ۱۶ سالگی کتاب پرارزشی دربارةٌ مقطع‌های 
مخروطی نوشت که بزرگترین ریاضی‌دانان آن زمان - دکارت و دزارک - ارزش 
فراوانی برای آن قایل شدند. تنها بخشی از اين کتاب: با نام «تجربه‌هایی در 
نظریة مقطع‌های مخروطی) در سال ۱۶۴۳۰ جاب شد. 

پاسکال؛ در ۲۰ سالگی ماشین حسابی ساخت که می‌توانست مجموع و 
تفاضل عددها را پیدا کنید. در این‌باره» لازم است به انگیزه‌ای اشاره کنیم که 
پاسکال را به اختراع چنین ماشینی واداشت. این انگیزه» نیاز ماموران مالیاتی 
بود» که خواستار امکانی برای ساده‌تر شدن کار سخت خود بودند. 


بدر بلز) از اب تلاو بی‌اندازه پسرسص و کار مداوم و کر او نگران 


۳۳۴ 


فیلن بود و سحتا نلاس کرد از رسل عللا فه او به دانش جلوگیری ۷ او 
می‌پنداشت» این وضع برای سلامتی پسرش زیان‌اور است. ولی وقتی با شوق 
بی‌پایان بلز مواجه شد. تصمیم گرفت او را در ادامهٌ راه خود آزاد بگذارد. 


ولی دز وافم هم کار سخت و بیایی؛ به سلامتی بلز صدمه رد. بدن لاغر 
و ضعیف او؛ تاب مقاومت در برابر این همه کار فکری را نداشت و باسکال 
را در ۳۹ سالگی از با درآورد. 


مربوط می‌شود. 


کارهای پاسکال دربارهٌ سیکلوئید و روش‌های انتگرال‌گیری هندسی که 
برای نعیین مساحت‌ها؛ حجم‌ها و سطح‌ها به‌کار می‌برد؛ بی هیچ تردیدی به 
ریاضی‌دانان برای تکامل آنالیز ریاضی یاری رساند. اندیشه‌های اصلی باسکال 
در زمينة روش‌های انتگرال‌گیری» در اثر او زیر عنوان نام آ. ده‌ترد‌ویل ) 
دربارٌ کشف‌های هندسی اوه (۱۶۵۹) بیان شده است. پاسکال در این 
نوشته» روش انتگرال‌گیری تابع‌های مثلثاتی را مطرح می‌کند؛ همچنین دربار 
امثلث مفسر) که ضمن صحت از فرما از آن یاد کردیم صحبت می‌کند. 


باسکال زير تاثر کارهای ریاضی‌دان کهن سال هبعج خود » #هراردذاری 
نك هندسه بصوبری علافه‌مند سد, مثل مقطم‌های مخروطی ؛ ف این جا هم ) 
قضيةٌ بسیار مهمی را آورد که امروز در تاریخ ریاضی به نام «قضيهٌ پاسکال» یا 
(شش‌ضلعی باسکال» مشهور است. بتایراین قضبه ) ابرای شر شش ضلعی که 
در یکی مقطم مخروطی (دایره ؛ بیعییی ‏ هدلولی یا سهمی ) محاط سدهباشد ) 
نقطه‌های برخورد سه زوج ضلع‌های روبه‌رو» روی یک خط راست واقع‌اند». 
در شکل ۳۶ طرح این قضیه برای شش‌ضلعی محاط در دایره و شش‌ضلعی 
محاط در سهمی داده شده است. 


۳۳ ۵ 


در رسالة پاسکال زیر عنوان «دربارهٌ ویژگی بخش‌بذیری عددها»؛ که بعد 
از مرگ او چاب شد. معبارهای کلی برای بخش‌پذیری عددها داده شده است 
که براساس رقم‌های عدد و مجموع این رقم‌ها فرار دارد. قاعدهُ کلی باسکال؛ 
برای بخش‌پذیری» چنین است : 

اگر بخواهیم بخش‌پذیری عدد #رقمی 


ما ۱ و ۰۰۰ ۲۱۷۲) جر ۸ 


را بر عدد 7 آزمایش کنیم؛ ابتدا عدد ۱۰ را بر 7 تقسیم و باقی‌مانده تقسیم 
ر 1۹ می‌نامیم ؛ بعل ۱9۳ و بر ۲ سیم 3 باقی‌مانده نفسیم و ۱ می‌نامیم ؛ 
سسسن بافی‌مانده حاصل از تقسیم ۱9۳ بر ۲21 را ۳۳ می‌نامیم و عیره؛ تاجایی 
که دیگر باقی‌ماندة ۲-۱ به‌دست آید: در این صورت از مجموع 
۲-۸ ۲۱7۳) ند ۰ سب 1-۲۲ ار و سا ول 

۳ ۱ بخش‌پدیر باس علد ۸ هم بر 1 بخش‌پدیر اسست]. 

در نوشته باسکال به نام «رساله‌ای درباره مثلث حسایی؛ ( که باز هم بعد 
از مرگ او در سال ۱۶۶۵ چاب شد). پاسکال طرح اصلی نظرية احتمال را 
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مثلث حسابی؛ مثلثی است که به‌صورت ویژه‌ای از عذدها تشکیل شده 
است. در واقع ؛ این جدولی است که به‌پاری آن می‌توان ضریب‌های بسط 
دوجمله‌ای با توان عدد طبیعی را بیدا کرد. البته بیش از باسکال میخائیل‌شتیفل 
ریاضی‌دان المانی در سده شانزدهم» جمشید کاشانی ریاضی‌دان ایرانی سده؛ 
پانزدهم» خیام ریاضی‌دان ایرانی سد؛ یازدهم و کرجی ریاضی‌دان ایرانی سده 
دهم میلادی هم با چنین جدولی آشنا بودند و ضریب‌های بسط دوجمله‌ای 
را به‌پاری آن تعیین می‌کردند. طرح اپن جدول جنین است : 


۶۳۹۲۲ 2۵ 5 ۵ 5 
9 ۱ 

۱ ۸ 

۲ 1 3 1 

۳ ۷ 3 ۴ ۱ 

۳ 1 3۳ ۳ ۳ ۱ 

۵ ۱ ۵ ۱ ۵ 0 ۱ 

۱ ۶ ها 8 ما هی ۲ 9 

۱ ۷ ۳۷ ها هار ۱ ۷: :۷ ۷ 

۱ ۸ ۲/۸ ۵۳ ۷۵ ۵۲ ۲۸ م۸ ۱ ۸/ 
را زر ۱ ۱ ان ۳ 35: ,۷ 4 


در این‌جا ۱۰ سطر نخست این جدول داده شده است» ولی می‌توان آن را تا 
بی‌نهایت ادامه داد. 

ستون سمت چپ ردیف سطرها را با آغاز از صفر می‌دهد. هر ستون 
بعدی با واحد آغاز می‌شود. درضمن ؛ در هر ستون» عدد واحد در سطری که 
متناظر با ردیف آن است؛ فرار دارد» یعنی ستون دوم روبه‌روی سطر دوم؛ 
در ستون سوم روبه‌روی سطر موز و به‌طوری کلی: در :امین ستون عدد 
واحد روبه‌روی سطر ام قرار دارد. 

اور عددهای مثلث را پا نماد .مره نشان دهیم که در آن» 2 نماینده 
شمارة سطر و 4 نمایندهٌ شمارهٌ ستون باشد. آن‌وقت با این فرض؛ ۴ < ۲۲ 
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و ۶ -<- ۰۴۷۲ تنظیم عددهای مثلث را با این دستور می‌توان روشن کرد: 
1-۱-۱ ۳ ,01-۱ کَّ و,0 


5 اه ۲ ۱ 


0۴۳ < 0۳,۳ ۳ ۲ 


0۷,۵ < 0۶۵ + ۶۳ < ۶ 4 ۱۵ -< ۱ 


مثلث حسابی یاسکال؛ ویژگی‌های جالبی دارد که برای محاسبة ضریب‌های 
بسط دوجمله‌ای و برای آنالیز ترکیبی» اهمیت زیادی دارند. در واقع» به‌سادگی 
می‌توان قانم شد که تعداد ترکیب‌های م عنصر ‏ به 4 (0) برابر است با 
یرک ؛ پریر6 < 8). با اين بسط می‌توان هر ضریبی از بسط دوجمله‌ای را 
پیدا کرد؛ زیرا ضریب‌های بسط دوجمله‌ای با نماد ترکیب داده می‌شوند. 

اگر برای نمونه بخواهيم ضریب جملةٌ ششم از بسط *(0 + 0) را داشته 
باشیم» باید در مثلث 04,۵ را جست‌وجو کنیم که برابر است با ۱۳۶ و ضریب 
جملةٌ پنجم از بسط ۲( + ۵) (یعنی [0) برابر است با ۵ < 0۷,۲. 

مثلث پاسکال ویذگی‌های دیگری هم دارد: 

۱ هر عدد مثلث حسابی؛ برابر است با مجموع همه جمله‌هایی که در 
ستود فبل ؛ بالای این عدد قرار دارند. مثال 


۲۰ < ۱4۶٩-۳4-۱, ۵۶ ۳۱4+ ۱۵ +۱۰4۶ ۳۱ ۳۸۵-4۱ ۱۵1۵۱ 


۲ هر عدد مثلث حسابی» برابر است با مجموع همه عددهایی که 
به‌صورت قطری با آغاز از جملهٌ بالای این عدد تا ستون اول جلو رفته باشد. 
مثال 

۸( ۴ د وا 4 :۲ 1 ۲۵ < ۷۰ 
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۳ اگر هر عدد ستون اول را با عددهایی که به‌صورت قطری و به‌طرف 
بالا در سمت راست این عدد فرار دارند» جمم کنیم عددهای دنبالة فیبوناجی 


به‌دست می‌اید. در وافم 


,۱ ه + ۱ 
۱ < ۰ ۱4 
,۳ < ۲ 4 ۱ 
,۵ ۱ + ۳ ۱ 
۸۱ < ۴+۳ + ۱ 
,۳ ۱ +4۶ ۱+۵ 
لد ۱ لا ۲۱ 
,۳۴ < ۱ + ۱۰ + ۱۵ + ۷ ۱ 
از ده و ند ۳ تسه 
۴ در هر سطر مثلث حسابی» جمله‌هایی که از دو طرف به یک 
فاصله‌اند» با هم براپرند. 
۵ مجموع جمله‌های هر سطر از مثلث حسابی؛ برابر است با دوبرابر 
مجموع جمله‌های سطر قبل. 
ویژگی‌های مثلث حسابی را به‌سادگی می‌توان با ویژگی‌های آنالیز ترکیبی؛ 
مقایسه کرد. برای نمونه» خود قانون تشکیل مثلث» هم‌ارز است با دستور 
توکیب» یعنی 8-۱ + 60-۱ < 08. از ویژگی ۵ مثلث حسابی؛ می‌توان 
نتیجه گرفت : 
۴ << و + ...+ بل + 0 + و0 


که از آن می‌توان برای محاسبةٌ مجموع همه ضریب‌های بسط دوجمله‌ای 
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استفاده کرد. 

باسکال در نامه خود به فرما و همچنین در «مثلث حسابی» خرد. بارها از 
روش استقرای ریاضی استفاده می‌کند و آن را روض باارزشی برای اثبات‌های 
ریاضی می‌داند. 

کار باسکال زير عنوان «ماهیت هندسه» برای بایه‌گذاری فلسفی هند‌سه 
اهمیت زیادی دارد. در این کتاب ارزش تعریف‌ها و اصل‌ها را روشن و دفت 
و قانم‌کنندگی بیشتر نها را طلب می‌کند. او با این فرض که اين خواست 
برای ریاضیات رعایت می‌شود» پيشنهاد می‌کند که در تمام دانش‌ها و هم در 
بررسی تفکر انسانی گسترش ییدا کند. 

با بررسی فعالیت‌های مزی‌ریاک فرما» دکارت و پاسکال» با نحوه 
تکامل ریاضیات در نیمه اول سده هفدهم در فرانسه آشنا شدیم. دیدیم که این 
ریاضی‌دانان تا چه‌اندازه برای تکمیل ریاضیات مقدماتی کوشیدند و؛ درعین 
حال» با اندیشه‌های تازه‌ای که وارد ریاضیات کردند» به بازسازی آن یاری 
رساندند و مسیری تازه برای ساختمان روش‌های آنالیز بی‌نهایت کوچک‌ها 
کش‌دند, 

ولی نباید گمان کرد که اندیشه‌های تازه در ریاضیات» تنها محصول کار 
ریاضی‌دانان فرانسوی بود. شرایط مشابه زندگی اجتماعی و اقتصادی در همه 
سرزمین‌های اروبای غربی» سرچشمه نزدیکی اندیشه‌ها بود. به‌همین مناسبت؛ 
در دیگر کشورهای اروپایی هم پیدایش و پیشرفت انديشه مربوط به آنالیز 
ریاضی دیده می‌شود. مشهورترین نمایندهُ این جهت فکری در آلمان» اتریش 
و جک در این دوره» کیلر؛ ریاضی‌دان و ستاره‌شناس برجسته بود. 

پوهان کیلر (۱۶۳۰-۱۵۷۱)» که در شهر ویل-در- شتات (ایالت 
دورتمبرگ در جنوب‌غربی آلمان) زاده شد؛ در مدرسة متعلق به کلیسا درس 
خواند و همان‌جا با ستاره‌شناسی آشنا شد و اين دانش مورد علافه او فرار 
گرفت. فعالیت علمی خود را در زادگاهش آغاز نکرد. ابتدا به اتریش رفت 


۳۳۴۵ 


و به استادی ریاضیات در گراتس مشغول شد. سپس بنابه دعوت تیکوبراهه 
(۱۶۰۱-۱۵۴۶) به پراک رفت و در آن‌جاء با سمت معاون براهه در 
رصدخانه مشغول به‌کار شد. بعد از مرگ تیکو براهه ؛ کیلر اداره رصدخانه 
را به‌دست گرفت. کارهای عملی عظیمی که از تیکوپراهه ضمن رصدهای 
طولانی بافی‌مانده بود و کارهای خود کپلر» به او کمک کرد تا بعدها بتواند 
به نتیجه گیری‌های مهمی دربارة حرکت جسم‌های آسمانی برسد که به‌صورت 
قانون‌های حرکت سیاره‌ها تنظیم و به‌همان صورت وارد علم شد. کیلر در 
اخترشناسی هوادار کیرنیک بود. او تاکید می‌کرد که خورشید به دور زمین 
نمی‌چرخد» بلکه این زمین است که به دور خورشید می‌چرخد. 

کیلر دانشمند شناخته‌شده‌ای بود که کلیسانشینان به اردوکشی علیه او 
پرداختند. رنج‌های بسیاری به او تحمیل کردند» به مادرش اتهام جادوگری 
زدند و در دادگاه بدنام و محکومش کردند. واتیکان» کتاب کپلر دربارة 
اخترشناسی را «ضد خدا» معرفی کرد و جزو کتاب‌های ممنوع دانست. 

کپلر ضمن کار روی حرکت جسم‌های آسمانی؛ اغلب به منهوم‌هایی 
برمی‌خورد که با مفهوم مقدارهای بی‌نهایت کوچک بسیار نزدیک بود. کپلر 
جنان هنرمندانه از آن‌ها استفاده می‌کرد که باید گفت روشی به‌دست آورد که 
خیلی نزدیک به روش انتگرال‌گیری است. او اين روش را در نوشتة ریاضی 
خود به‌نام !روش تازه اندازه گیری بشکه‌های شراب» آورده است. 

روش اصلی کپلر اين بود که برای تعیین طول منحنی‌ها مساحت 
شکل‌های روی صفحه و حجم جسم‌ها. آن‌ها را به بخش‌های بسیار کرچکی 
تقسیم و سپس مجموع آن‌ها را با استفاده از برخی گزاره‌های هندسی؛ 
تست می‌آورد. اپن روش در ماهیت خود. چیزی جز انتگرال گیری نبود. 
البته کیلر از اصطلاح «مقدارهای بی‌نهایت کو جک استفاده نمی‌کرد» ولی برای 
نمونه» ضمن اندازه‌گیری طول یک قطعه منحنی» آن را تشکیل شده از نقطه‌ها 
می‌دانست که در استدلال او هم‌ارز با تقسیم کمان» به عنصرهای بی‌نهایت 
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کوچک - باره‌خط‌های راست - است. 

کپلر با طرح نظریٌ «اندازه‌گیری». خود را پیرو و تکامل‌دهنده روش 
ارشمیدس می‌دانست. ولی باید گفت که روش کپلر با روش ارشمیدس به‌کلی 
متفاوت بود و آن را باید گامی جدی در تکامل روش‌های مربوط به مقدارهای 
بی‌نهایت کو جک دانست. 

کیلر برای محاسبةٌ مساحت داپره؛ آن را به قطاع‌های برابر تفسیم می‌کرد. 
اگر تعداد این قطاع‌ها زیاد باشدء هرکدام از آن‌ها را می‌توان به‌تقریب یک مثلث 
به‌حساب آورد که ارتفاع آن شعاع دایره و قاعده‌اش کمانی از قطاع مفروضص 
است. در این صررت؛ مساحت دایره برابر است با مجموع مساحت‌های 
این قطاع‌ها؛ درضمن مجموع قاعده‌های قطاع‌ها برابر محیط دایره و مساحت 
دایره برابر می‌شود با ۲7۲7 یعنی ۳۳ چون دروافم مساحت هر 
فطاع نمی‌تواند برابر مساحت مثلث باشد؛ کپلر به اين نتیجه می‌رسد که باید 
تعداد قطاع‌ها را پی‌نهایت گرفت. در این صورت فاعده قطاع به نقطه‌ای تبدیل 
می‌شود. البته کپلر به این نکته توجه نمی‌کند که» در اين حالت» فطاع تبدیل 
به شماع می‌شود و محاسبةً مساحت: دایره منجر به محاسبهٌ مجموغ بی‌نهایتی 
از بی‌نهایت شعاع درمی‌آید. این روش کار بیشتر به دیدگاه دموکریت شباهت 
دارد تا دیدگاه ارشمیدس» زیرا این روش کار مبتنی بر این فرض است که 
محیط دایره از اتم‌های غیرقابل تقسیم (یعنی نقطه‌ها) تشکیل شده است. 

کپلر از همین روش برای محاسبه حجم کره استفاده می‌کرد و+ سپس ؛ 
برای محاسبهٌ حجم هم جسم‌های دوار؛ که کپلر تعداد آن‌ها را ٩۲‏ می‌داند؛ 
به‌کار می‌برد. نمونه‌ای از روش کبلر و نوع استدلال او را برای محاسبه حجم 
می‌آوريم. 

می‌دانیم چنبره (تور) به حجمی گفته می‌شود که ضمن دوران دایره 
دور محوری که در صفحه دایره و در بیرون دایره فرار داد به‌دست اید. 


کیلر؛ سره را سك شکل زا ۳ : -. به‌و سبله صفحه‌هایی که اژ هجو زر دوران 
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می‌گذرند» به بخش‌های کوچکی تقسیم می‌کند. هر بخش به‌شکل استوانهة 
خمیده‌ای درمی‌آید که قاعدهٌ آن را همان دایره‌ای تشکیل می‌دهد که دوران کرده 


کیلر هریک از این بخش‌ها را به‌صورت استوانه فائمی با همان فاعده در 
نظر می‌گیرد که ارتفاع آن برابر پاره‌خط راست 6 (میانگین حسابی پاره‌خط‌های 
راست 0 و 60) باشد. به اعتقاد کپلر؛ این استوانه با استوانة خميده اصلی 
هم‌ارز است. کپلر با روی‌هم گذاشتن این استوانه‌ها» یک استوانة دوار به‌دست 
می‌آورد (شکل و که فاعده آن را دایر ه مولد جشره تشکیل می دهد 
و ارتفاعش میانگین حسابی محیط در دایره‌ای است که دورترین نقطه به 
محور دوران و نزدیک‌ترین نقطه به آن» رسم می‌کنند؛ یعنی نصف مجموع 
باره‌حط های راست ( ۸ ژِ با گر . 


۳ شعاع دایره‌ای را که دوران می‌کند برایر 1 شعاع و ان را ۱ ژ 
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شعاع ۸ را 71۷ بنامیم» آنوقت حجم چنبره» یعنی ۰۲7 چنین می‌شود: 


۲ ۲ با 


0 ۱ 
سست ۶ 
1 7۲ ۲ ۷" 


(۲] -ِ ۱( 7 س_- 
اک فاصله ۷ بر از مرکز دوران ۳ مرکز دایره دوران کننله را 0 بنامیم ) آن‌وقت 
حجم چنبره این‌طور بیان می‌شود: 
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کیلر درحالی مرد که در تنگ‌دستی زیادی به‌سر می‌برد. روی سنگ‌قبر او 
به خواست خودش نوشته شده است : 
«آسمان را اندازه گرفتم 
اکنون زمین را اندازه می‌گیرم. 
روحم در آسمان برواز می‌کند 
و جسمم در زمین آرمیده‌است.؛ 
در همان زمانی که کیلر اثرهای اخترشناسی خود را ت می‌کرد و زمینه 
را برای انتگرال گیری هندسی فراهم می‌آورد؛ در ایتالیا, هندسه‌دان بزرگی 
به‌نام بوناون‌تورا کاوالیری کار می‌کرد که گالیله‌تو گالیله (۱۶۳۲-۱۵۶۳)؛ 
اخترشناس؛ فیزیک‌دان و مکانیک‌دان بزرگ» او را بزرگترین ریاضی‌دان زمان 
و ان آزکنمیشس من‌داشست: ار شاگرد گالنله برد 
«بوناون‌تورا کاوالیری (۱۶۴۷-۱۵۹۸) اهل میلان بود. او در زمان خود 
به‌صورتی عمیق و همه‌جانبه آموزش دید. 
کاوالیری از همان سال‌های نخستین به ریاضیات علاقه‌مند بود» و به‌ظاهر 
زیر تاثیر گالیله» روش «غیرقابل تقسیم‌ها) را در هندسه به‌وجود آورد که در اثر 
بزرگ او در سال ۰۱۶۳۵ «هندسه. با طرح تازه‌ای براساس غیرقابل تقسیم‌های 
بیوسته» به کمال رسید. 
غیرقابل تقسیم‌ها از نظر کاوالیری» وترهای موازی در درون شکل روی 
صفحه؛ و صفحه‌های موازی در درون جسم بود. او برای مقایسة شکل‌های 
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روی صفحه و جسم‌های فضایی» مفهوم «مجموع همه غیرقابل تقسیم‌ها» را 
آورد که تمامی سطح و فضای جسم را پر می‌کردند. برای کاوالیری» نسبت این 
مجموع‌ها همان نست مساحت‌ها و حجم‌ها بود. او شکل‌های روی صفحه 
را» بین دو خط راست موازی در نظر می‌گرفت. 


2۳ ۲ 
ط ۲ ۳9 3 


شکل ۳۹ . - ید ۱-/. 

فرض کنید بین دو خط راست موازی ۸1 و (/۰0 دو شکل فرار گرفته 
باشند : مثلث ۲۸۸۷ و مثلث با ضلع‌های خميد؛ ,1۱۸۱/۷ (شکل ۳۹). 
اک خط‌های راست ۳۲ و 7) و حط‌های راست دیگر که موازی با ۸۶ 
و (1/) رسم شده‌اند» از شکل‌های 7۸۷ و ۱۸/۱/۷۱ وترهای ] و 
۱ و 9۱۱ و غیره را با طول‌های برابر جدا کنند» آنوقت نسبت 
مجموع خطهای راست موازی؛ که در درون شکل‌ها وافع‌اند» برابر واحد 
می‌شود و؛ در این صورت» دو شکل مساحتی برابر دارند. ولی اگر نسبت 
خط‌های راست برابر 77 : 77 باشد؛ نسبت مساحت‌های دو شکل هم 7 : ۲7 


# 


خواهد بود. 

کاوالیری دربارة جسم‌ها هم به‌همین ترتیب» استدلال می‌کند» تنها در 
این‌جا» به‌جای خط‌های راست موازی» صفحه‌های موازی را به‌کار می‌برد. در 
این حالت» مقطع صفحه‌های موازی را با دو جسم به‌دست می‌آورد و نسبت 
مجموع مساحت‌های این مقطع‌ها را محاسبه می‌کند. کاوالیری می‌نویسید : 
«دوجسمی که قاعده آن‌ها بر یک صفحه و ارتفاعشان برابر باشد؛ به‌شرطی 
هم‌ارزند [یعنی حجم‌های برابر دارند] که مقطع‌های آن‌ها با صفحه‌های موازی 
با قاعده» همارز باشند». این نظام کار به نام «نظام کاوالیری» معروف است. 

کاوالیری بر پایهُ این نظام؛ قضیه‌های زیادی را ثابت می‌کند. برای نمونه 
ثابت کرد نسبت مساحت‌های دو مثلث متشابه» پرابر است با نسبت مجذور 


ضلم‌های متناظر آن‌ها. 
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ابهامی که در منهرم امجموع غیرقفابل تقسیم‌هاا وجود دارد» موجب 
اعتراض و انتفاد سختِ برخی از هم‌عصران کاوالیری شد. به همین مناسبت؛ 
کاوالیری کتاب دیگری به نام اشش‌طرح هندسی! را توشت که در آن؛ تلاس 
کرد مفهوم‌هایی را که به‌کار می‌برد» دقیق‌تر کند؛ باوجود اين» خود کاوالیری تا 
پایان زندگی نسبت به کافی بودن استدلال‌های خود در تردید باقی بود؛ گرچه 
به درستی آن‌ها اعتقاد داشت. 

طرح کاوالیری در «هندسه» و آموزش او دربارٌ غیرقابل تقسیم‌ها؛ تنها 
برای درک بهتر هندسه مقدماتی سودمند نبود. این آموزش یعنی جمع کردن 
غیرقابل تقسیم‌ها» پیش‌درآمدی برای انتگرال‌گیری بود. کاوالیری نماد انتگرال 
را به‌کار نمی‌برد» ولی در واقع از انتگرال‌گیری برای انتگرال‌های به‌صورت 
راز / استفاده می‌کرد. 

به‌جز این؛ در «هندسه) کاوالیری به فضیه‌هایی برمی‌خوریم که برای پیدایش 
محاسبهٌ دیفرانسیلی» ارزش معینی دارند. از آن‌جمله نخستین گزاره‌ای که در 
«هندسه! آمده؛ هم‌ارز با فقضیه ژول است؛ و به‌دنبال آن گزاره‌ای آمده است 
که مضمون آن این است: در نقطه‌های ماکزیمم و می‌نیمم تابع) مماس بر 
نمودار با محور طول موازی است. 

یکی از کسودهای جدی «هندسه» کاوالیری این است که مولف از به‌کار 
گرفتن جبر فراری است و همه‌جا به هندسه‌دانان قدیمی تکیه می‌کند. بی‌تردید» 
به‌کار گرفتن نمادهای جبری؛ که در زمان کاوالیری رایج شده‌بود» می‌توانست 
کارهای او را دقیق‌تر» کامل‌تر و قابل درک‌تر برای هم‌عصرانش نشان دهد. 

نیمه دوم سده هفدهم را باید دوران ادامه پرجوش و خروش تکامل اندیشه 
کمیت‌های بی‌نهایت کوچک و آنالیز ریاضی دانست. علاقة به این موضوع 
در همه کشورهای اروپای غربی دیده می‌شد و بسیاری از دانشمندان ریاضی و 
فیزیک به بررسی اندیشه مربوط به کمیت‌های بی‌نهایت کوچک مشغول بودند 
نظریه‌های خود را می‌ساختند» و با تکیه بر آن‌هاء اساسی‌ترین شاخه‌های 
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آنالیز» یعنی محاسبهٌ دیفرانسیلی و انتگرالی را تنظیم می‌کردند. از میان این 
دانشمندان می‌توان از ژیل روبروال (۱۶۷۵-۱۶۰۲) عضو فرهنگستان فرانسه 
و کریستین هیوکنس (۰)۱۶۹۵-۱۶۲۹ فیزیک‌دان» مکانیک‌دان و ریاضی‌دان 
و اخترشناس هلندی نام ترد. 

دانشمندان انگلیسی هم در این راه تلاش کردند. یکی از درخشان‌ترین 
نمایندگان تفکر ریاضی انگلستان» جون والیس بود. 

جون والیس (۰)۱۷۰۳-۱۶۱۶ بسر کشیش شهر کنت» آموزش رسمی و 
درخشانی را گذراند. ولی ریاضیات جزو رشته‌های آموزشی او نبود؛ به‌همین 
جهت والیس؛ که به ریاضیات احساس علاقه می‌کرد؛ آن را بیش خود یاد 
گرفت. وقتی که والیس با نوشته‌های ریاضی‌دان زمان خود. دکارت و کاوالیری 
و همچنین ریاضی‌دانان انگلیسی آشنا شد؛ شوق او نسبت به ریاضیات بیشتر و 
بیشتر شد. درضمن والیس استعدادی فوق‌العاده و حافظه‌ای استثنایی داشت. 

والیس؛ نوشته‌های زیادی دربارة ریاضیات دارد. ازجمله می‌توان «حساب 
بی‌نهایت‌ها/» «دربارة سیکلوئید»» «رساله جبر» و اریاضیات عمومی یا دور 
کامل حساب» را نام برد. ولی برخی از این نوشته‌ها استدلال دقیق ندارند و 
نویسنده بیشتر از استقرای ناقص (و البته بسپار هنرمندانه و ظریف) استفاده 
کرده پا تنها به نتیجه‌هایی پرداخته است که با تکیه بر آن‌ها می‌توانست کشف‌های 
علمی خود را ارائه دهد. هدف اصلی والیس از این نوشته‌ها؛ آشنا کردن خواننده 
با جنبه‌های عملی موضوع‌ها بود. 

کشش اصلی والیس به‌سمت تبلیغ دربارٌ ریاضیات؛ عمومی کردن آن و 
نشان دادن خنبه‌های عملی و کاربردهای ايرخ دانش بود. او معتقد.بود که ارزش 
تضیابا غشلی این است که نه فر مخاسية کمکانب کنده خر ایق امکان با 
ساده‌تر می‌سازد و هندسه هنری است که به کار اندازه‌گیری درست می‌خورد. 

والسی. خز املغانت: از تمادههای ساقهاق, استفاذه قی‌کرق: او عهزیک. از 
مقدارهای مثلثاتی را با یک حرف نشان می‌داد (سینوس را با ۰ کسینوس 
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را با ۰2 تانوانت را با 7 کتانذانت را با *» سکائت را با ۵ و کسکانت 
را با »)۰ این روش به او امکان می‌داد که با تابع‌های مثلثاتی به‌سادگی و 
مثل دیگر مقدارها عمل کند. یادآوری می‌کنيم که در نوشته‌های والیس» برای 
نخستین بار» با نماد 60 روبه‌رو می‌شویم. 

والیس در «حساب بی‌نهایت‌ها» تعریفی برای حد متغیر داده است که 
تا امروز آن را حفظ کرده‌ایم : احد یک متغیر» مقدار ثابتی است که مقدار 
متغیر به‌نحوی به آن نزدیک می‌شود که اختلاف بین آن‌ها می‌تواند از هر عدد 
دلخواهی کوچکتر باشد.» 

نوشته‌های ریاضی والیس» نقش عمده‌ای در گسترش ریاضیات در 
انگلستان داشت: 

والیس دربارهٌ اصل توازی هم کارهایی در زمینة هندسه دارد. او برای 
اثبات پوسئولای اقلیدس» فرض را بر وجود مثلث‌های متشابه با ضریب تشابه 
مخالف واحد قرار می‌دهد (اصل والیس) و بر اساس آن درستی اصل توازی 
را ثابت می‌کند. 

یکی دیگر از ریاضی‌دانان بزرگ نیمه دوم سد؛ُ هفدهم ایساک باژوی 
(۱۶۷۷-۱۶۳۰) بود. باژوی در دانشگاه کمبریج؛ زبان‌های کهن را آمورخت 
و با راهنمایی والیس به ریاضیات رو آورد. در ۲٩‏ سالگی استاد زبان یونانی 
در اکسفورد» سپس استاد هندسه در لندن و سرانجام در سال ۰۱۶۶۳ رئیس 
گروه ریاضی در دانشگاه کمپریج شد. 

ادرس‌هایی از نور و هندسه) از نوشته‌های اوست. او در این کتاب؛ برای 
نخستین بار اصطلاح «مثلث دیفرانسیلی» را برای مثلثی که پاسکال «مثلث 
مفسر» نامیده بود» به‌کار برد. 

باروی در کارهای خود. از هواداران نظریه اتمی یونان باستان پیروی می‌کرد 
و دایره يا هر منحنی بسته‌ای را یک چندضلعی با بی‌نهایت ضلم به‌حساب 
می‌آورد. از همین‌جا؛ مماس بر منحنی را امتداد ضلعی از این چندضلعی 
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می‌دانست. اصطلاح «ضریب زاویهٌ مماس» (یا شیب مماس) را باژوی وارد 
ریاضیات کرد و آن را برابر با حد نسبت نمو بی‌نهایت کوچک تابع به نمو 
بی‌نهایت کوچک متغیر می‌دانست. هرجا که با مقدارهای بی‌نهایت کوچک. در 
کنار مقدارهای معین و محدود» برخورد می‌کرد» مقدارهای بی‌نهایت کوچک 
را کنار می‌گذاشت:. 

بارری به این نتيجهٌ مهم و اساسی رسید که دو مسالهٌ انتگرال‌گیری و 
دیفرانسیل گیری وارون یکدیگرند. 

باروی اغلب از شاگرد نابغة خود؛ ایساک نیوتون که دوستی عمیقی با هم 
داشتند. یاری می‌طلبید! اگر نیوتون در برخی جنبه‌های ریاضی به معلم خود 
کمک می‌کرد؛ بی‌شک باروی هم در شکوفایی علاقة نیوتون به دانش‌های فیزیک 
و ریاضی نقشی عمده داشت. به‌هر حال. باروی که به‌شایستگی شاگردش 
پی برده بود و او را بالاتر از خودش احساس می‌کرد» کرسی ریاضیات را در 
دانشگاه کمبریج به نیوتون واگذار کرد. 

ایساک نیوتون (۱۷۲۷-۱۶۴۳) در یک خانواده نه‌جندان مرفه دهقانی 
در ابولستورب» نزدیک شهر گران‌هم» به دنیا آمد. بدر ائدکی بعد از تولد 
پسرش مرد. نیوتون در سال ۱۶۶۵ کالج دانشگاه کمبریج را تمام کرد و در 
سال ۱۶۶۹ کرسی ریاضیات را» به پيشنهاد باروی اشغال کرد که تا سال 
۱ در آن مقام کار می‌کرد. 

در همان آغاز کار خود به عنوان استاد؛ نیوتون کشف‌هایی کرد که 
مسیرهای به‌کلی تازه‌ای را در رشته‌های گوناگون دانش باز می‌کرد و همین 
کشف‌ها می‌توانست نام او را جاویدان کند. زندگی نیوتون نشان‌دهندة شوق 
پی‌اندازهُ او به دانش» فروتنی شگفت‌انگیز او و تشتکار و علاقة او «به تفکر 
پیوسته و مداوم دربارُ موضوع‌های گوناگون مورد بررسی او بود. بدبختی 
بزرگی دامن‌گیر انگلستان شد و بیماری طاعون به صورت وحشتناکی مردم 
را به کام مرگ می‌انداخت و نیوتون به‌ناچار کمبریج را ترک کرد به خلوت 
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روستا پناه برد. در آن‌جاء در آرامش به بررسی موضوع‌هایی از دانش پرداخت 
که از دوران نرجوانی؛ دهن او را به خود مشغول داشته بود. 

دی جاذبه عمومی در همین‌جا ذمن او .را فرا گرفت؛ به نظرش 
می‌رسید» ماه زیر تأثبر همان نیرویی به دور زمین می‌چرخد که سیب را از 
الای درخت به زمین می‌افکند: هر جسمی که به زمین می‌افند» زیر تاثیر 
نیرویی است که به نسبت عکس مجذور فاصله آن تا مرکز زمین؛ عمل می‌کند. 
نیوتون ثابت کرد نیرویی که به سمت مرکز زمین عمل می‌کند» همان نیروی 
جاذپه‌ای است که ماه را در مسیر معینی ضمن گردش به دور زمین نگه 
می‌دارد. بعدها که نبوتون به‌درستی دیدگاه خود قانع شده بود» نتیجه‌ گیری‌های 
خود را دربارةٌ حرکت سیاره‌ها؛ قمرهای مشتری؛ جزر و مد دریا و حتا حرکت 
ستاره‌های دنباله‌دار به‌کار پرد. به‌این ترتیب بود که نیوتون به یکی از عظیم‌ترین 
فانون‌های طبیعت بی برد: قانون جاذبة عمومی که می‌توانست بک رشته از 
بدیده‌های طبیعی را توضیح دهد. در همین‌جاست که نیوتون کتاب «مقدمات 
ریاضی فلسفه طبیعت» را نوشت. ولی چاپ کتاب تا سال‌های ۱۶۸۷-۱۶۸۶ 
طول کشید. نیوتون در این کتاب اساسی‌ترین فانون‌ها و نظام‌های مکانیک 
(قاتزن تاد آترنی . افو بای هزغ الفتا قانون تفر دا 
حرکت؛ قانون جاذبهٌ عمومی و غیره) را تنظیم می‌کند و بررسی‌های زیادی 
دربارهٌ کاربرد اين نظم‌ها در اخترشناسی انجام می‌دهد. 

سال‌هایی که در جریان آن» نظريةٌ جاذبهٌ عمومی به‌وجود امد برای 
نیوتون سال‌های کشف‌های بزرگ در زمینة ریاضیات هم به‌شمار می‌رود. در 
همین زمان بود که قانون بسط دوجمله‌ای با نمای طبیعی و دستور کلی تعیین 
ضریب‌های این بسط را به‌دست آورد. نیوتون بدون این‌که به جنبه‌های دقیق‌تر 
مطلب بیردازد» ثابت کرد قانون بسط دوجمله‌ای را برای حالت‌هایی هم که با 
نمای کسری یا منفی سروکار داشته‌باشیم» می‌توان به‌کار برد. یادآوری می‌کنيم 
که اثبات دفیق‌تر دستور بسط دوجمله‌ای برای نماهای منفی و کسری بعدها 


۲ ۵ ۵ 


و به‌وسیلهة يا کوب برنولی و لثونارد اولر داده شد که البته دقت کامل ریاضی 
ندارد. برای بحث دقیق در این حالت‌ها باید به سراغ کارل گوس رفت (در 
متا ۱۸۱۱ ): 

نیوتون بسط دوجمله‌ای را پایه‌ای برای بسط برخی تابع‌های دیگر به 
رشته‌ای بی‌پایان قرار داد و به‌صورت یکی از نیرومندترین انگیزه‌های تکامل 
انالیر » نظريةٌ معادله‌ها آنالیز ترکیبی و روش بررسی تابع‌ها در آمد. 

نوشته نیوتون به نام «انالیز به‌یاری معادله‌هایی که بی‌نهایت جمله دارند» 
به موضوع «رشته‌ها» اختصاص دارد که نیوتون آن را در سال ۱۶۶۵ نوشت 
و در سال ۱۳۷۱ به چاپ رسید. نیوتون در اين اثر از بسط دوجمله‌ای‌های 


تصتو رت 
0 ۱ ۱ 
۳ .| ۳ سس ] - سس 0 ت 
(-۱) < پسس و ۱[ +۱) - سل 
آغاز می‌کند و با استفاده از روش‌های انتگرال‌گیری» بسط این عبارت‌ها را 


2 2۳651 و (2 ۱1 )18 

برای نیوتون» ریاضیات ابزار نیرومندی برای شناخت فانون‌های طبیعت 
است» جرا که ریاضبات بازتاب دهنده جهانی ارت که ما را احاطه کرده اتتا: 
نیو تون که حو د را غرق در بررسی‌های مربو ط ره فیزیک کرده لو ۵ ) ی ب 3۵ که 
قانون‌های جهان واقم از آن‌ها بیروی می‌کند. بنابراین» باید مطالعه این قانون‌ها 
یعنی ریاضیات را دفیق و کامل کند.به‌همین جهت کارهای با ارزش و عمیقی 
دربار؛ پدید آوردن روش‌های محاسبه به‌یاری ریاضیات انجام داد. 

در سال‌های ۵ ۱۳۳ ۱۳۳۳ ) ابیحت درباره رد ری دراوردن دایره» ر 
نوشت و در ستال ۱۷ اروش فلوکسی ن‌ها ۴ رشته‌های بی‌بایان ژِ کاریرد 
آن‌ها در منحنی‌های هندسی) را تالیف کرد. این دو نوشته» خیلی دیر جاب 
لك : اولی در سال ۰« ۱۷ و دومی در سال ۱۳۳7 بعن از مرگ نو تو لا 


۲ ۵ ۱ 


در اين دو کتاب؛ روش‌های آنالیز ریاضی طرح شده است. در این 
نوشته‌ها و هم در کارهای لایب‌نیتس» که هم‌عصر نیوتون بود» آنالیز بی‌نهایت 
کوچک‌ها؛ یعنی در واقع روش‌های دیفرانسیل‌گیری و انتگرال‌گیری به‌طور 
کامل تنظیم و روشن شده است. 

مفهوم‌های اصلی آنالیز ریاضی برای نیوتون بازتابی از مفهوم‌های مکانیک 
بود. حتا ساده‌ترین شکل‌های هندسی» یعنی خط» زاویه و جسمء به‌و سبله 
نیوتون» همچون نتبجه‌هایی از جابه‌جایی مکانیکی در نظر گرفته می‌شد. خحط 
نتیجه‌ای از حرکت نقطه. زاویه نتیجه‌ای از چرخش ضلع آن و جسم نتیجه‌ای 
از حرکت سطح است. برای نیوتون؛ مقدار متغیر» چیزی جز نقطهٌ متحرک 
نیست. لیوتون هر مقدار متغیری راافلوانت» می‌نامید. فلوانت واژه‌ای لاتینی 
است به‌معنای «جاری». از آن‌جاکه» هر حرکتی» تنها در جریان زمان امکان 
دارد» برای نیو تون هميشه ازمان» نماینده متغیر است. سرعت حرکت یعنی 
آن‌چه برای ما مفهوم مشتق را می‌دهد «فلوکسیون» نامیده می‌شود که آن را با 
یک نقطه مشخص می‌کند : اگر فلوانت 2 باشد فلوکسیون آن 2 است» یعنی 
مشتق متغیر 3 نسبت به زمان و با نمادهای امروزی سس 

نیوتون به‌روشنی از رابطةً معکوس این دو عمل آگاه بود: اگر فلوانت 
معلوم باشد» فلوکسیون به‌دست می‌آید و. برعکس» با معلوم بودن فلوکسیون 
توا فلوانت را پیدا کرد. بهای, توتیب» لیوتزن: با دت: پنندگی .بین 
دیفرانسیلگیری و انتگرال‌گیری را (که در کارهای باروی هم می‌بینیم) برقرار 
کرد. 

نیوتون با تجزیه و تحلیل قضيهٌ مستقیم و معکوس. آن‌ها را برای حل 
تعداد زیادی از مساله‌های هندسه و مکانیک به‌کار برد. او توانست» مساله 
مماس بر منحنی» مسالهٌ ماکزیمم و می‌نیمم تابم محاسبةٌ شعاع انحنای 
منحنی » محاسبه طول کمانی از منحنی و مساحت شکل‌های محدود به منحنی 
را حل کند. گاهی مساله‌های بیچیده‌تری را هم حل کرده‌است : با معلوم بودن 


وی 


رابطه بین فلوکسیون‌ها؛ به جست‌وجوی رابطهٌ بین فلوانت‌ها رفته است» یعنی 
حل یک معادلة دیفرانسیلی. 

روش نیوتون برای جست‌وجوی مشتق (فلوکسیون) در آغاز بر اساس کنار 
گذاشتن بی‌نهایت کوچک‌ها برد ولی ضمن ادامهٌ کار؛ روش ساده‌تری را پیدا 
کرد که به روش مشتق‌گیری امروز ما نزدیک‌تر است. ولی در نوشته‌های نیوتون 
توضیح روشنی از اين روش داده نشده است و استدلال قانع‌کننده‌ای ندارد. این 
روض در اساس» فلوکسیون را به‌عنوان «نسبت‌های متوالی مقدارهای کوچک 
شونده» بررسی می‌کند. این تفسیر همراه با ابهام است و به‌همین مناسبت 
اعتراض‌هایی را برانگیخت. بعدها آن را «افزایش لحظه‌ای» نامید. ولی درباره 
آن توضیحی نداد. 

کتاب نیوتون زیر عنوان «حساب عمومی يا کتابی دربار؛ُ نتیجه‌گیری‌های 
حسابی انالیز 4 برای تکامل ریاضیات مقدماتی» اهمیت زیادی دارد. این کتاب ؛ 
در وافع» مجموعه‌ای از سخن‌رانی‌های نیوتون دربارهُ ریاضیات مقدماتی است 
که در طول ٩‏ سال؛ در دانشگاه کمبریج» ضمن تدریس ارائه داده بود. از نظر 
مضمون این کتاب» جریان تکامل جبر علامتی را در طول چند سده به پایان 
می‌رساند. کتاب در سال ۰۱۷۰۷ به‌یاری ویلیام ونستون (۱۷۵۲-۱۶۶۷) 
دستیار نیوتون در دانشگاه کمبریج چاپ شد. 

نیوترن در این کتاب» ابتدا تعریف مفهوم‌های اصلی جبر را می‌دهد 
سپس همه عمل‌های حساپی را روی عبارت‌های عددی و حرفی؛ کسرها و 
ریشگی‌ها شرح می‌دهد. بعد نوبت به آموزش معادله‌ها می‌رسد. در این‌جا؛ 
ابتدا به روش حذف مجهرل بین دو معادله می‌پردازد و توجه زیادی به تشکیل 
معادله‌ها دارد. در «حساب عمومی» مساله‌هایی وجود دارد که تا امروز هم 
جالب به‌نظر می‌رسند و هميشه مورد استفاده کسانی قرار گرفته است؛ که 
کتاب مساله را تنظیم می‌کنند. 


از خصلت‌های اين کتاب آن است ک نیوتون در سراسر آن از استدلال 


۳۳ 


صرف‌نظر کرده و برای روشن کردن نظریه‌ها اغلب به مثال متوسل شده است. 

او یادآوری می‌کند که اثبات خیلی ساده؛ ولی گاهی طولانی و کسل 
کننده است. ولی احتمال نمی‌رود که نیوتون اثبات همه فاعده‌ها و فضیه‌ها 
را می‌دانسته است؛» زیرا بسیاری از آن‌ها برای بزرگترین ریاضی‌دانان زمان او 
ناشناخته بود و برخی به‌وسیله ریاضی‌دانان بزرگ سده نوزدهم به اثبات رسید. 
نیوتون در این کتاب می‌نویسد: «توضیح را می‌توان یا به‌کمک عدد داد؛ 
آن‌طور که در حساب معمول است و با به‌کمک حرف (نیوتون واژه 86076 
را به‌معنای «شکل) يا (صورت» به‌کار می‌برد) آن‌طور که در جبر معمول است. 
هر دو روش بر نظام‌های مشابهی قرار دارند و به یک هدف می‌رسند. درضمن 
حساب از راه‌های خاص می‌رود و جبر از راه‌های عمومی و کلی ... برتری 
جبر بر حساب در این است که حساب؛ راه‌حل را از داده‌ها آغاز می‌کند و 
به مجهول می‌رسد» درحالی که جبر به وارون عمل می‌کند» یعنی از مجهول 
آغاز می‌کند و آن را معلوم به‌حساب می‌آورد و خود را به مقدار معلوم که آن را 
مثل مجهول در نظر می‌گیرد؛ می‌رساند. از این راه است که يا مقدار مجهول 
به‌دست می‌آید و یا معادله‌ای را به ما می‌دهد که از آن می‌توان مجهول را پیدا 
کرد». در همین‌جا؛ تعریف آثالیز را به‌عنوان تعمیم حساب و جبر می‌دهد. 

نیوتون» روش تشکیل معادله را به‌تفصیل روشن می‌کند و مثال‌های زیادی 
می‌آورد. در همین‌جا به ویژگی‌های چندجمله‌ای‌ها هم می‌پردازد و از جمله 
روش تعیین بخشیاب‌های چندجمله‌ای‌ها را می‌آورد. این روش را بررسی 
مر این 

همان‌طور که گفتيم؛ در کتاب «حساب عمومی» معادله‌هایی وجود دارد 
که یا از نظر مضمون و يا از نظر روش حل بسیار جالب‌اند. برای نمونه؛ 
مسا کاوها را می‌آوريم که در تاریخ ریاضیات به‌نام «مسالهٌ نیوتون» مشهور 
شده‌است. متن مساله این آنیخ ۱۱۸ او ۳ بوگر از علف‌زار را در ۴ 


هفته می‌خورند [«یوگر» واحد اندازه‌گیری مساحت نزد رومی‌ها"و به‌تقریب برابر 


۳۰۳ 


۰ متر مربعم است]؛ ۲۱ گاو ۱۰ بوگر از همان علف‌زار را در ٩‏ هفته 
می‌خورند. چند گاو می‌توانند از ۲۴ بوگر علف‌زار در ۱۸ هفته تغذیه کنند؟». 

این نام‌گذاری‌ها را می‌پذيريم: تعداد مجهول گاوها - : مقدار علف 
در هر یوگر به واحد وزن - 1؛ مقدار علفی که ضمن یک هفته در یک یوگر 


پیز و یلك ن. 


علف فی‌خورند1 پس یک گاو در یک هفته- مس سید واعد وزن: اف 


می‌خورد. برای فرض‌های دوم و سوم مساله هم می‌توان به نتیجه‌های مشابهی 


و ستیل : ۱ 
(2 ۱ 


برای فرضص ۵ ۱ مد ۵٩‏ 
٩+ ۱۸2[ . 4‏ )۲۴ 
بای فرض سوم .سیر 
اژ این‌جا. دو معادله با سه مجهول به‌دست می‌آید : 


(۹۸ + )۱۰ ی ۱ 
۲۱ ۰.4۷ ۴۱۸۱۲ م۳ 
+ ۲۳/۷ (۹2+ )۱۰ ۱ 


٩ 7 ۱2 


اگر این معادله‌ها را ساده تیم و به‌جای نست ك فرار دهیم ۰ به‌دست 


مریم 
٩( ۲۵+ ۱۸(‏ + )۵ ۷۱ کی اه 
ی 5 ۳ ۱ اد 


از معادله اول به‌دست می‌آید ؛ ازور تا فرار دادن این مقدار م در معادلهة 
دوم ۲۶ < 7 به‌دست می‌آید. 

در بین کارهای ریاضی نیوتون باید از کتاب «روش تفاوت‌ها هم نام برد 
که در سبالن ۱۳۱ جاپ سك از ان تبخستین نچر به در نظر یه (اسعتااف ها 


۳ ۵ ۵ 


به رشته خاصی تبدیل شد. «روش تفاوت‌ها» شامل دستور درون‌یابی نیوتون 


است. که ۳ نمادهای امروزی این‌طور نوشته می‌ شود : 


ی کب ریاس از 


/ ۱ 
بعش (8 -.ه - ها( -ع) 
آآ ست--۲ سپس 
(۵۰) ۸۳ ((۲ .2 - 2)( - ,25 - 2.()2 - 5) 
٩‏ ۳ ۷ ۶ ۱ 


در این دسنور» (۰۸۳/)۰ عبارت است از امین تفاضل محدود تابع 
مفروض و ۸ تفاضل پین دو مقدار مجاور متغیر است". 

بزرگترین کار نیوتون در فیزیک» به مبحث نور مربوط می‌شود. کار منظم 
روی نظرية پدیده‌های نوری؛ نیوتون را به نوشتن کتاب سه‌جلدی «آپتیک» 
واداشت. در «اپتیک) نیوتون؛ برای پدیده‌های نوری فرضیة خود را مبنی بر 
مادی بودن آن اعللام می‌کند و نور را شامل ذره‌های مادی تنکی می‌داند که 


۱ 0 


موجی بودن نور جای آن را گرفت و در زمان ما باتوجه به نظریة کوانتایی؛ 
فرضیه بیوئولی تجلد یلد حبات کرده‌است. 


۱ تفاضل محدود (2) به اختلاف مقدارهای این تابم گفته می‌شود : 


> (۱ع)۶ +(۱ه) ,(۶)2۰ط < (۲)2۰ - (2۱)؟ 
ین ,(2۰) ۸ - ( 20۱ )۸۵ سح 0 ,(2۱) 4۵ ‌« 


۳۵۶ 


تفرق) نور را توضیح دهد و دلیل تشکیل رنگین‌کمان را بیاورد . نیوتون؛ 
تلسکوپ بازتاب‌دهنده (رفلکتور) را هم ساخت. 

وقتی که کتاب «مقدمات ریاضی فلسفه طبیعت»» کتابی که برای نیوتون 
افتخار بسیار به‌بار آورد» منتشر می‌شد» یک بدبختی رو کرد. آتش‌سوزی رخ 
داد و بخشی از کارهای برارزش او سوخت. نیوتون چنان از این حادثه بریشان 
شد که تامدتی از سلامت روح او نگران بودند. 

نیوتون فیلسوف بزرگی بود. او را می‌توان نمایندهٌ درخشانی از ماتریالیسم 
محانیکی در دانش‌های طبیعی دانست. 

بعد از چاپ «مقدمات»نیوتون در سراسر انگلستان پرآوازه شد. نیوتون 
پایان عمر خود را در رفاه و رضایت به‌سر برد. بر سنگ قبر او عبارتی به 
لاتینی نوشته شده است که با این جمله تمام می‌شود : «بگذار مردگان خوشحال 
باشند» چراکه افتخار نوع انسانی در میان آن‌هاست». 

پیش از این هم گفتیم که همراه با نام نیوتون» نام لایب‌نیتس را هم پاید 
به‌عنوان یکی از تنظیم‌کنندگان شاخه تازهٌ ریاضی» یعنی آنالیز ریاضی و به‌ویژه 
محاسبهٌ دیفرانسیلی و انتگرالی به‌شمار آورد. 

گوتفرید ویلهلم لایب‌نیتس (۱۷۱۶-۱۶۴۶) در ۲۱ ژوئن ۱۶۴۶ در 
لایپزیگ» جایی که پدرش استاد فلسفهٌ اخلاق در دانشگاه بود» به دنیا آمد. 
نیاکان لایب‌نیتس اسلاو بودند و نام خانوادگی خود را «لیوبه نتس» [مهربان] 
گذاشته بودند» ولی وقتی به آلمان مهاجرت کردند. نام خانوادگی آن‌ها به زبان 
آلمانی تغییر شکل داد و «لاپب‌نیتس؛ شد. 

لایب‌نیتس» این شانس را داشت که بتواند از کودکی» از کتاب‌خانة خوبت 
پدرش استفاده کند و با برخی دانش‌ها؛ پیش خود با مطالعهٌ شخصی آشنا 
شود. او پیش خود زبان لائینی را فرا گرفت و با فلسفهٌ اسکولاستیک و حتا 
فلسفه‌مکانیکی دکارت آشنا شد. به‌تدریجح» لایب‌نیتس جوان به‌سمت ریاضیات 
کشیده شدای به آن دلیستکی بیدا کرد: 


۳ ۵۲ 


لا پسالیتنن ۵ ساله به دانشگاه لا ییزیک رفت و در آل‌جا احفوفق) را 
به‌عنوان رشتهةٌ اختصاصی خود برگزید. دانشگاه را تمام کرد» ولی با آن‌که 
موفقیت‌های خوبی به‌دست آورده بود» درجه علمی او را ندادند» زیرا بیش 
از اندازه جوان بود. باوجود این در سال ۱۶۶۱ رسالهة خود را که ماهیتی 
فلسفی_ منطقی داشت» نوشت و در سال ۱۶۶۲ در «لت ذورف» درجة 
دکترای خود را گرفت و سمت استادی را به او پيشنهاد کردند. ولی لایب‌نیتس 
این پيشنهاد را نپذیرفت و به نورنبرگ رفت. در سال ۱۶۷۲ به پاریس رفت و 
در آن‌جا با هیوگنس و خیلی از دانشمندان دیگر آشنا شد. این آشنایی علاقة 
بیان باه وباشبانت یه کرو عر سم مات ین ریاقی اناق عت از 
روش تازه‌ای دربارهٌ محاسبه بود که نیوتون مطرح کرده بود. خود نیوتون» چیزی 
دربارٌ کشف خود نمی‌گفت» ولی یکی از کسانی که با نیوتون مکاتبه داشت؛ 
موضوع را شایم کرده بود. وقتی لایب‌نیتس دربارهٌ کشف نیوتون شنید اعلام 
کرد که او هم روشی بیدا کرده است که به همان نتیجه‌های روش نیوتون 
منجر می‌شود. لایب‌نیتس؛ روش خود را در اثرهای «روش‌های تازه ماکزیمم 
و می‌نیمم؛ همچنین مماس؛ که در هیچ حالتی نه مقدارهای کسری و نه 
مقدارهای گنگ» مانعی برای محاسبه نمی‌شود» (۱۶۸۴) و «هندسه ینهان و 
آنالیز غیرقابل تقسیم‌ها و بی‌نهایت کوچک‌ها» (۱۶۸۶) بیان کرده‌است. 

لایب‌نینس در اروش‌های تازه ...» بایه‌های اصلی محاسبهٌ دیفرانسیلی 
را طرح می‌ریزد و از این‌جا آغاز می‌کند که نمو بی‌نهایت کوچک تابع را که 
درنتیجهُ نمو بی‌نهایت کوچک متغیر پدید می‌آید به‌دست می‌آورد. لایب‌نیتس 
این نمو تابع را «دیفرانسیل» می‌نامد و با حرف نشان می‌دهد. 

لایب‌نیئس» سس در همین کتاب» با آغاز از مسالهٌ جست‌وجوی مساحت 
محدود به منحنی ؛ مفهوم انتگرال را پیش می‌کشد و آن را با نماد / نشان 
می‌دهد که بعد از او مورد قبول همگان قرار گرفت. ولی واره «انتگرال» بعدها 
و به‌وسیلهٌ یاکوب برنولی وضع شد. 


۳۵۸ 


این دو اندیشه» درواقم» جمم‌بندی اندیشه‌های پراکندهُ خود لایب‌نیتس 
در دیگر نوشته‌های او و هم اندیشه‌های ریاضی‌دانان پیش از او بود. ولی پیش 
از لایب‌نیتس. نه تعریف نمادین» برای مسالهٌ دیفرانسیل‌گیری در نوشته‌های 
دیگران دیده می‌شود و نه روش کلی برای حل مساله‌های مشابه. لایب‌نیتس» 
مفهوم دیفرانسیل را همچون اختلاف دو نمو بی‌نهایت کوچک نزدیک به 
فع ال یر مي‌انسته وال بیدا آگورجر میلس لگیري با دس 
آورد و روش خودرا» محاسبهٌ دیفرانسیلی نامید [اصطلاح الگوریتم به‌وسیله 
لایب‌نیتس وارد ریاضیات شدا. 
لایب‌نیتس» با استفاده از «مثلث مفسره که باسکال تنها در حالت دایره 
به‌کار می‌برد» برای همه منحنی‌هاء در وافع؛ حوزه کاربرد محاسبه دیفرانسیلی 
را در هندسه گسترش داد. ۱ 
در مسالة انتگرال‌گیری» لایب‌نیتس خود را به تابع‌های گویا و صحیح 
محدود نمی‌کند و روش خود را برای کسرهای جبری هم به‌کار می‌برد. 
لایب‌نینس در کارهای خود؛ از بسط تابع‌ها به‌صورت رشته‌های توانی 
اتتفاده مر کند:و این بسظ را اراقه ف دهل: 
بل 
۷ ۵" ۳ ۴ 


۱ اي , 


۳ 


درضمن» لایپ‌نیتس؛ دربارهُ همگرایی رشته‌ها هم بحث کرده است. لایب‌نیتس 
روش کلی بسط تابع‌ها را که امروز به اشتباه به نام تیلور (۱۷۳۱-۱۶۸۵) 
هی تقواننده ها کرد 

بسیاری از اصطلاح‌هایی که لایب‌نیتس در نوشته‌های خود به‌کار برده 
است؛ جنان خوب انتخاب شده‌بودند که تا امروز در ریاضیات بافی‌مانده 
است. ازجمله می‌توان اصطلاح‌های تابم» مختصات؛ منحنی جبری» منحنی 


۳۲4 


غیرجبری و غیره را نام پرد. 

تاثیر لایب‌نیتس در پیشرفت ریاضیات منحصر به روش جدید محاسبه 

در زمننه فلسفه نت تون نو سجه زیادی به (منطق صوری) دارد. او معتقد 
بود که منطق جیزی جز «دانش تفکر؛ نیست و می‌تواند همچون ریاضیات 
فرمول‌بندی شود. همین انديشه لایب‌نینس بود که بعدها تکامل یافت و به‌وسیله 
ریاضی‌دانان بعدی» به‌صورت منطق ریاضی درآمد. 

لایب‌نیتس معتقد بود که راز موفقیت جبر» در به‌کارگیری هنر مندانه 
نمادهاست. بنابراین» این امکان وجود دارد» که الگوریتم‌های تازه و جبرهای 
تازه‌ای بسازیم که بستگی‌های دیگری» غیر از بستگی‌های بین مقدارها را هم 
بررسی کنك. نب نکش می‌گفت ؛ امل دارد زمان آن بر سل که دو فیلسوف؛ 
به‌جای مجادله‌های بی‌سرانجام لفظی» پشت میز بنشینند و دربارهٌ دیدگاه‌های 
خود؛ تنها به محاسبه بیردازند» شبیه کاری که دو ریاضی‌دان می‌کنند. 

استفاده از نمادها» به لایب‌نیتس کمک کرد تا نمادهای لازم در آنالیز 
ریاضی را به‌وجود آورد و: همین نمادها بود که کار لایب‌نیتس را در محاسبه‌ها 
ساده‌تر کرد. اگر نبوتون از اندیس‌ها برای نشان دادن یک ردیف مقدار» مثل 
۱ 7۲ و غیره استفاده می‌کرد» لایب‌نینس اندیس‌های دوگانه را هم وارد در 
ریاضیات کرد. او به‌عنوان نمونه دستگاه دو معادلة دومجهولی را به این 
صورت نشان می‌دهد : 

6۱۰7 7 ۱۱ << ۲ 
0۲۰3۲ 1 0۲۱ << ۷۲ 

و امروز به فراوانی از این گونه نمادها در دستگاه‌ها دترمینان‌ها؛ ماتریس‌ها ۲ 
غبره استفاده می‌ شوم د. 

به‌این ترتیب» نتیجه می‌گیریم که نیوتون و لایب‌نیتس» و هرکدام از مسیر 
خاص خود. توانستند پایه‌های محاسبة دیفرانسیلی و انتگرالی را بسازند. اگر 


و ۳۲۶ 


نیوتود نرجیح می‌داد ‏ با آغاز از منهوم‌های مکانیک راه خرد انتخاب کند؛ 
لایب‌لیتس به‌عنوان یک فیلسوف و هندسهدان وارد عمل شند: افر توتان 
اندکی پیش از لایب‌یتس» به نتیجه رسید» درعوض لایب‌نیتس بیش از 
نبوتون» مفهرم‌های آنالیز ریاضی را ساده کرد؛ تعمیم داد و در اختبار همگان 
گذاشت. به‌جز اين» روش‌های لایب‌نیتس به‌دلیل به‌کارگیری نمادهای مناسب 
و به‌دلیل قابل‌فهم بودل استدلال‌ها؛ در همه‌حا ۴ حتا دز انگلستان حای 
روش‌های نیوترنی را گرفت: گرجه انگلیسی‌ها همواره شعی داشتند نیشگامی 
و اعتبار نیوتون را یاداوری کنند. 


۲ پیشرفت آالیز ریاضی در اروپای غربی در سده هجدهم 

انسان» ضمن مشاهده طولانی و تجربه‌اندوزی» به این نتیجه رسید که 
برخلاف دیدگاه ذهن کرایان؛ اغلب پدیده‌ها و روندهایی که در جهانْ واقع 
و دور و بر ما جریان دارد» ابت و بی‌تغییر نیستند. برای مثال» نظریه 
کانت - لایلاس؛ استدلال می‌کند که جهان» و ازجمله زمین ما» دوران‌های 
گوناگونی را گذرانده تا به‌صورت امروزی درآمده است. زیست‌شناسی و 
دیرین‌شناسی نشانه‌های جدی مبتی بر این‌که گیاهان و جانوران دنیای ما 
تغیر‌ها و دگرگونی‌های زیادی را تحمل کرده‌اند» به‌دست می‌دهند. در این 
میان انسان» این نمايندة برتر جانوران هم تغییر کرده است. 

دانش توانسته است بستگی بین گونه‌های مختلف موجودات زنده را بیدا 
و رفتار کلی و مشترک آن‌ها را روشن کند و بنابراین؛ اختلاف‌های بین آن‌ها را 
ان بت کر بین جانوران و گیاهان معلوم شده‌است» حتا جان‌دارانی 
بیدا شده‌اند که حلقهٌ بین گیاهان و جانوران را تشکیل می‌دهند» یعنی آن‌هایی 
را که نمی‌توان به‌طور قطم گیاه یا جانور به‌شمار آورد. سرانجام» حتا درباره 
اختلاف بین جال‌دار و بی‌جان هم تردیدهایی وجود دارد؛ این انديشه رواج 
بیدا می‌کند که امکان تولید یاخته‌های جان‌دار از مادة بی‌جان وجود دارد. 


۳ 


در این دوران؛ که انسان وجود تغییر را دور و بر خود و در طبیعت درک 
می‌کرد؛ طیعتی که سر جشمه و انگیز؛ بیدایش مساله‌های هندسه مکانیک 
فیزیک و صنعت است؛ لازم بود روش‌هایی جست‌وجو شود تا بتواند تغییر 
کمیت‌های متغیر را بررسی کند و به ماهیت پدیده‌ها و روندهایی که دور 
و برش می‌گذرد» عمیق‌تر و دقیق‌تر پی ببرد. درضمن؛ در همین دوران 
شبه‌بحرانی در ریاضیات بدید آمده بود. این بحران از این‌جا ناشی می‌شد که 
پایه‌های روش‌های جدید محاسبه یعنی محاسبهٌ دیفرانسیلی و انتگرالی؛ بر 
بنای مستحکمی فرار نداشت. 

با آن‌که نیوتون کوشیده بود نظریهٌ حد را بادقت بیان کند» باز هم کمبودهایی 
در آن دیده می‌شد. از این گذشته در استفادهٌ نیوتون از مقدارهای بی‌نهایت 
کوچک هم. ناروشنی‌هایی به چشم می‌خورد. 

آن‌چه به لایب‌نینس و هوادارن نزدیک زمان او مربوط می‌شود؛ آن‌ها حتا 
تعریفی از کمیت‌های بی‌نهایت کوچک نداده‌اند؛ اين مفهوم» در حالت‌های 
مختلف؛ تفسیرهای مختلف بیدا می‌کرد. 

به‌این ترتیب» خلافیت آنالیز ریاضی به‌صورت ابزار نیرومندی پرای مطالعة 
بدیده‌ها در دست انسان بود» بدون این‌که خود آنالیز ریاضی به‌درستی در 
بایه‌خای خود سازمان‌یافته و ساختاری منطقی داشته‌باشد. بنابراین» آالیز 
ریاضی که کاربرد خود را در گوناگون‌ترین مساله‌ها با گوناگون‌ترین خصلت‌ها 
پیدا کرده برد» خود تااندازه‌ای یادرهوا بود و استحکام لازم یک شاخه شايستة 
ریاضیات را نداشت و این تردید را ایجاد می‌کرد که» نکند این کاربرد موفقیت‌آمیز 
و گستردةٌ روش تازه» تصادفی باشد. 

بسیاری از فیلسوفان و ریاضی‌دانان لزوم پایه‌گذاری منطقی و نظری 
جریان تاز؛ ریاضی را حس می‌کردند و؛ به همین دلیل» به‌شدت با به‌کار 
گرفتن کمیت‌های بی‌نهایت کوچک مخالف بودند. بین ریاضی‌دانان دو گرایش 
وجود داشت : گروهی در پی تحکیم پایه‌های روش حد بودند و تلاش می‌کردند 


۳۶۲ 


تا راه را برای نجات از بحران پیدا کنند؛ ولی گروهی هم بودند که به روش 
تاژه هیچ اعتشقادی یا تیان ۳ تلاشس می‌کردند در کارهای حود ) از کمت‌های 


بی‌نهایت کوچک هیچ‌گونه استفاده‌ای نکنند. 

روش‌ها و الگوریتم‌های محاسبهٌ تازه؛ که به‌وسیلهٌ لایب‌نیتس آماده شده 
بود» به‌سرعت بین هم‌عصران او گسترش یافت. بیش از هرجای دیگر؛ اين 
روش محاسبه» هواداران خود را در بین برادران برنولی» ریاضی‌دانان سویسی 
بیدا کرد. 

یا کوب برنولی (۱۷۰۵-۱۶۵۴) استاد ریاضیات در دانشگاه بال (از سال 
۷ و برادر کو چکترش یوهان برنولی (۰)۱۷۴۸-۱۶۶۷ نامه گرمی برای 
لایب‌یتس همراه با چند پرسش فرستاند. ولی متظر پاسخ نام لایب‌یتس 
نماندند و دشواری‌ها را» خرد حل کردند و دامنه کاربردهای روش تازه را 
گسترش دادند. یاکوب برنولی توانست به‌یاری همین روش منحنی را پیدا 
کند که یک نقطه مادی در میدان جادبه» زیر تاثیر نیروی این میدان و با 
سرعت نخستین صفر می‌پیماید. یاکوب برنولی ثابت کرد که این منحنی» یک 
سیکلوئید است. یاکوب برنولی در همین نوشتهٌ خود؛ نماد | را که لایب‌نیتس ‏ 
به‌کار برده بود؛» انتگرال نامید و؛ مثل لایب‌نیتس» آن را «مجموع) فا ان او 
همین زمان به بعد لایب‌نینس هم این نام گذاری را پذیرفت و در کنار «محاسبهة 
دیفرانسیلی» اصطلاح (محاسبه انتگرالی» را هم اورد. 

پاکوب برنولی با استفادهٌ از این روش محاسبه» بسیاری از مساله‌های 
هندسی را حل کرد. به‌عتوان نمونه» دستوری پیدا کرد که به‌یاری آن می‌توان 
شعاع انحنای منحنی‌های روی صفحه را به‌دست آورد. او ویژگی‌های برخی 
از منحنی‌ها» ازجمله پیچ لحاز زین را بیدا کرد. او «لمینسکات» را کشف 
و مطالعه کرد منحنی که حاصل‌ضرب فاصله‌های هر نقطه آن تا دو نقطه 
ثابت (کانون‌ها) برابر مقدار ثاست. 6۲ باشد. معادله این مثحتی و قامت‌گاه 


۳۶۳ 


مختصات دکارتی جنین است : 
» < ( "لا - ۵) ۲۵ - ( و + 2) 


و در مختصاری فطبی 
۱ ۱ ۹ 
۵ 0۶ 0 ح 0 


باکوب برنولی» برای نخستین بار؛ واگرا بودن رشتهٌ همساز را ثابت کرد. 

پس از مرگ یاکوب برنولی در سال ۰۱۷۰۵ کرسی ریاضیات در بال به 
برادرش یوهان برنولی سپرده شد. که تا پیش از آن» کرسی ریاضیات را در 
دانشگاه گرویگن در هلند اداره می‌کرد. 

یوهان پرنولی؛ همراه با لایب‌نیتس؛ محاسبه دیفرانسیلی را جمع‌بندی و 
تنظیم کرد و البته. جنبه‌های دیگر ریاضیات را هم از یاد نبرد. دربارهُ تابع 
عقیده داشت که تابم یک پیان تحلیلی به‌یاری مقدارهای ثابت و متغیر است 
و این؛ یک پیشرفت بود زیرا تا آن زمان؛ تنها تعبیری هندسی برای تابع قایل 
بودند. 

کارهای برنولی‌ها در زمينة آنالیز ریاضی. به تکامل مساله مربوط به 
معادله‌های دیفرانسیلی (که لایب‌نیتس آن‌ها را؛ «معادله‌های مجموعی) 
می‌نامید) یاری بسیار رساند. آن‌ها روش‌های حل معادله‌های دیفرانسیلی 
همگن و خطی را - که امروز نام معادله‌های برنولی را بر خود دارند - و 
همچنین معادله‌های با ضریب‌های ثابت را پیدا کردند. 

پوهان پرنولی؛ راه‌حل ساده‌ای برای رفع ابهام از کسرهای به‌صورت ِ 
پیدا کرد که امروز به اشتباه به نام قاعدهٌ هوپیتال مشهور است. او همچنین 
راهی برای بسط تابع‌ها پیدا کرد که به رشته تیلور بسیار شبیه است. 

یوهان برنولی» ضمن حل مسالة مربوط به مساحت‌ها و طول کمان‌ها؛ 
روش‌های محاسبهٌ انتگرالی را تکامل داد. او مبتکر انتگرال‌گیری از کسرهای 
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برنولی‌ها» با حل مساله‌های مربوط به ماکزیمم و می‌نیمم به مساله‌ای 
پرداختند که بعدها (و به‌طور عمده در نوشته‌های اولرولاگرانژ) تکامل یافت 
و به شاخه خاصی از ریاضیات به‌نام «محاسبه‌های واریاسیونی» تبدیل شد. 

پوهان برنولی» به‌جز بخش‌های دیگر ریاضیات؛ به فکر نوشتن کتابی 
دربارة محاسبه‌های دیفرانسیلی و انتگرالی افتاد» ولی او ان کتاب را ننوشت 
و دیدگاه‌های خود را در درس‌هایی که به شاگرد خود؛ مارکیز هوییتال می‌داد؛ 
مطرح کرد. همین درس‌ها. مبنای کتابی شد که هوییتال دربار؛ دورة اول 
محاسبُ دیفرانسیلی نوشت. 

فرانسوا هوپیتال (۰)۱۷۰۴-۱۶۶۱ که خیلی خوب از آموزش‌های یوهان 
برئولی استفاده کرده بود در سال ۱۶۹۶ کتاب «اتالیز بی‌نهایت کو جک‌ها؟ 
را منتشر کرد که باید آن را نخستین کتاب منظم درسی در زمينة دیفرانسیل و 
انتگرال دانست. اهمیت این کتاب در بحث منظم و پیوستة طرح موضوع‌هاست 
و» به‌همین جهت؛ در طول سدهٌ هجدهم پارها چاپ و» درضمن از زبان 
فرانسوی به زبان انگلیسی هم برگردانده شد. 

با آن‌که نخستین دورهٌ محاسبهٌ دیفرانسیلی به‌صورتی منظم و به‌وسیلة 
هوپیتال نوشته شد. هنوز مسالهٌ پایه‌های منطقی و فلسفی مفهوم‌های «انالیز» 
به‌نحوی که برای ریاضی‌دانان پذیرفتنی باشد» حل نشده بود. این کمبود؛ بیشتر 
به خصلت معمایی و رمزآمیز مفهوم‌ها مربوط می‌شد. بنابراین نباید تعجب 
کرد که در پایان سدهْ هجدهم دقیق‌تر در سال ۰۱۷۸۴ فرهنگستان علوم برلن؛ 
مسابقه‌ای را اعلام می‌کند که هدف آن «دقیق کردن و روشن کردن نظریه‌ای که 
در ریاضیات به بی‌نهایت کوچک‌ها معروف است؛ بود. 

ژوزف لویی لا گرانژ (۱۸۱۳-۱۷۳۶) ریاضی‌دان و مکانیک‌دان مشهور 
فرانسوی» که در آن زمان رئیس فرهنگستان علوم برلن بود» تلاش کرد آنالیز 
ریاضی را از به‌کار گرفتن مفهوم حد و کمیت‌های بی‌نهایت کوچک؛ بی‌نیاز 
کند. به این منظور؛ لاگرانژ» مشتق‌های متوالی را به‌عنوان ضریب‌های 
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بسط تابع به یک رشته توانی» تعریف کرد. به این ترتیب توانست؛ با آغاز از 
مفهوم‌های جبر کمیت‌های محدود؛ خود را به مفهوم‌های آنالیز ریاضی برساند. 
درضمن اصل موضوعی کردن امکان بسط تابع به رشته‌های توانی هم وجود 
داشت ولی به این ترتیب؛ مفهوم کلی تابع» بیش از اندازه. محدود و تنگ 
می‌شد. به‌جز این الگوریتم پیشنهادی لاگرانژ» خیلی پیچیده‌تر از الگوریتم 
لایب‌نیتس بود و بنابراین» کاربرد آن را؛ از نظر عملی» دشوار می‌کرد. باوجود 
اين» لاگرانژ توانست از عهدهٌ پاسخ‌گویی به بسیاری از موضوع‌های مهم 
آنالیز ریاضی برآید. او دستور ساده و راحتی برای بیان جمله بافی‌مانده در 
رشته تیلور به‌دست داد» نظریه ماکزیمم و می‌نیمم مشروط را آورد و روش 
واریاسیون مقدار دلخواه ثابت را برای حل معادله‌های خطی دیفرانسیلی عرضه 
کرد. لاگرانژ در حوزه جبر مقدماتی» نظریة کسرهای مسلسل را مطرح کرد. 

با تلاش‌های ژان لهرون دالامبر ریاضی‌دان و فیلسوف فرانسوی (۱۷۱۷- 
۲۳) مبنای دقیق و روشن آنالیز ریاضی پایه‌گذاری شد. 

دالامبر در آغاز می‌خواست: آنالیز را بر بای نظریهٌ حد بنا کند. این انديشة 
او. بعدها و به‌وسیلهٌ کوشی (۱۸۵۷-۱۷۸۹) ریاضی‌دان دیگر فرانسوی تحقق 
یافت. دالامبر در ؛دایرفالمعارف» خود» این تعریف را برای حد یک کمیت 
متغیر می‌دهد: ایک کمیت» وقتی حد کمیت دیگری است که دومی بتواند 
به هر اندازهٌ دلخواه نزدیک و تفاوت آن‌ها به هر اندازه که بخواهیم کوچک 
شود؛ درضمن» کمیت نزدیک شونده؛ هیچ‌گاه از کمیت دوم تجاوز نکند. 
بنابراین اختلاف کمیت متغیر با حد آن؛ به هیچ‌وجه مقدار معینی نیست». و 
روشن است که؛ اين تعریف» مربوط به کمیتی است که به‌طور یکنوا صعودی 
باشن, 

اهمیت دالامبر در تاریخ تکامل ریاضیات. تنها مربوط به جست‌وجوهای 
او دربارهٌ حد نبود. او در زمينة نظریةُ رشته‌ها و معادله‌های دیفرانسیلی هم 
کارهای زیادی کرده است. او معیار همگرا بودن رشته‌های با جمله‌های مثبت 
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را به‌دست داد. دالامبر با کارهایی که دربارة معادله‌های دیفرانسیلی خطی با 
ضریب‌های ثابت و همچنین؛ دستگاه‌های معادله‌های خطی مرتبه اول و مرتبه 
دوم انجام داد» به پیشرفت این نظریه‌ها یاری رساند. به‌جز این‌ها» راه‌حل 
معادلهُ دیفرانسیلی مرتبهٌ دوم با مشتق‌های جزئی را هم پیدا کرد» معادله‌ای 
فیزیک - ریاضی. که نوسان‌های عرضی سیم را بیان می‌کند و معادلهٌ موجی 
نامیده می‌شود. در نوشته‌های دالامبر؛ برای نخستین بار به تابم‌های با متغیر 
مختلط برمی‌خوریم. 

دالامبر و اولر» شرط دیفرانسیل‌پذیری تابع‌های با متغیر مختلط را هم 
پیدا کردند که به غلط» در ریاضیات به‌نام شرط کوشی - ریمان معروف شده 
است. 

با این‌همه» در کارهای دالامبر هم» نوجیه فانم کننده‌ای دربارة روش‌های 
معمول در آنالیز ریاضی وجود ندارد. از اين به‌بعد انديشهٌ پیشگامان ریاضیات 
در جهت استدلالی کردن روش‌های بررسی‌های ریاضی و استحکام بخشیدن 
به پایه‌های این روش‌ها ادامه پیدا کرد. و در واقع» این کار بزرگ را کوشی 
ریاضی‌دان دیگر فرانسوی به انجام رسانید. 

او گوست کوشی (۰)۱۸۵۷-۱۷۸۹ ریاضی‌دان نام‌دار فرانسری؛ در 
پارپس متولد شد. از همان کودکی استعداد ریاضی خود را نشان داد 
به‌نحوی که توجه بسیاری از دانشمندان را به خود جلب کرد. 

کوشی پس از به‌پایان رساندن مدرسة پلی‌تکنیک» در شهر شربور به‌عنوان 
مهندس به‌کار پرداخت. از سال ۱۸۱۶ عضو فرهنگستان علوم و پلی‌تکنیک 
بود» ولی عقیده‌های سلطنت‌طلبی» او را علیه نظام جمهوری برانگیخت و 
سرانجام ناچار شد در سال ۱۸۲۰ از پاریس مهاجرت کند. وقتی که در سال 
۸ به پاریس برگشت. نتوانست موقعیت پیشین خود را بازیابد و تنها در 
سال ۱۸۴۸ بود که استاد دانشگاه باریس (سورین) شد. 


اساسی‌ترین و منظم‌ترین نوشته‌های کوشی در زمینه ریاضیات را باید 
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«دورهُ آنالیر» (انالیز جبری) و «محاسبهة بی‌نهایت کوجک‌ها» دانست. به‌جز 
این» نوشته‌های فراوانٍ کوشی دربارة معادله‌های دیفرانسیلی» نظریه متغیرهای 
مختلط و همچنین دربارهٌ جبر (و از آن‌جمله بدید آوردن نظريهٌ دترمینان‌ها)؛ 
برای بیشرفت ریاضیات اهمیت زیادی دارند. 

نخستین کتاب از این ردیف» با شیوه تازه‌ای» پایه‌های آثالیز ریاضی را 
بررسی می‌کند. در اين کتاب» تعریف دقیقی از کمیت‌های بی‌نهایت کوچک 
داده شده که در آن؛ اساس بحث خود را بر عبور حدی گذاشته است. این 
تعریف. باید این امکان را یدید می‌آورد» که همه عمل‌های روی بی‌نهایت 
کوچک‌ها و هم محاسبه‌های دیفرانسیلی و انتگرالی را پایه‌گذاری و توجیه 
کنند: 

کوشی با تعریف کمیت‌های بی‌نهایت کوچک. این تعریف را برای 
پیوستگی تابع می‌آورد: تابعی را پیوسته گوییم که در آن» نمو بی‌نهایت 
کوچک متغیر؛ متناظر با نمو بی‌نهایت کوچک تابع باشد. 

کوشی در این کتاب‌ها» مفهوم همگرایی رشته‌های بی‌پایان را گسترش 
می‌دهد و انتگرال را به‌عنوان حد مجموع انتگرالی معرفی می‌کند. اهمیت 
اصلی کوشی در تاریخ ریاضیات در این است که به نظریه تاب‌های با متغیر 
مختلط تکانی داد و آن را بسیار پیش برد. او ثابت کرد که رشته‌های توانی 
در حوزه مختلط » دارای ویژگی‌های همگرایی خاصی هستند؛ او روی منهوم 
انتگرال مختلط هم کار کرد. 

کوشی نظريهٌ معادله‌های دیفرانسیلی را عمیق‌تر کرد و وجود جواب را 
برای دستگاه معادله‌های دیفرانسیلی که با شرط‌های خاصی سازگار باشند» در 
حوزه‌ای که شامل نقطه‌های خاص نباشند ثابت کرد. 

پایه‌گذاری نظری آنالیز ریاضی به‌وسیلهٌ کوشی چنان مستحکم و پایدار 
بوذ که اعتبار خود را تا سال‌های آخر سدهٌ نوزدهم حفظ کرد. تنها در یایان 


سده؛ٌ نوزدهم» با وارد شدن مفهوم‌های تازه‌ای به آثالیز ریاضی رسمی لزوم 
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بازبینی پایه‌های آنالیز ریاضی و دقیق‌تر کردن آن‌ها پدید آمد. 

تکامل شاخ تازه‌ای که در ریاضیات به‌نام نظریهٌ مجموعه‌ها پدید آمده 
بود» این امکان را به‌وجود آورد که تعریف‌های دقیق‌تری برای مفهوم‌های 
اصلی ریاضیات پیدا شود مفهوم‌هایی مثل تابع مشتق. پیوستگی انتگرال و 
غیره. اين تعریف‌هاه بدون هیچ بحثی و تا امروز مورد قبول همگان است. 
نظریه مجموعه‌ها» تفسیر عمیق‌تری از عدد؛ این منهوم اصلی و بنیادی را در 
ریاضیات. به‌دست داد و شاخه تازه‌ای به نام نظر یه تاپع‌ها (حفیقی و مختلط) 
در آنالیز ریاضی بنیان گذاشنه شد. 


۳۶۹۵ 


پاسخ؛ راهنمایی و حل مساله‌ها 


پیش از اغاز 

۱ وقتی 2 عددی درست باشد» ۲۲ عددی است زوج. بنابراین 7 
باید عددی فرد باشد» زبرا اگر و عذدی زوج باشد. آذوقت و۵ عددی زوج 
و درنتیجه ۵۷۲ - ۲2۲ عددی زوج می‌شود» درحالی‌که اين تفاضل برابر ۷ 
(یعنی عددی فرد) است. 

فرض مي‌کنيم ۱ + ۲2  <‏ (2 عددی است درست). اگر به‌جای ۷ 
در معادلهٌ اصلی فرار دهیم؛ سرانجام به این معادله می‌رسیم : 


۱ ۲ ۲ 
۵ - روا - 2و۱ -_ ل 


۳ -- (۱ + ۵2)2 جه ۲۰ 


م و ۱ + 2 دو عدد یشت‌سرهم‌اند و» بنابراین» یکی از آن‌ها زوح بیط 
درنتیجه ۱۱ ِ_ ۵212 عددجن اسشت زوح. ۳ هم عددی زوج اتبنگاه. لیس 
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۲ دایزه‌ها را :٩‏ ۲ ۲ و ۵ می‌نانيم. هر چهار کایزه از یک نقظه 
گذشته‌اند. این نقطه‌ها را با ۰4 ۰1۶ 0 (ز و (] نشان می‌دهیم (ینج دایره 
را به ۵ نوع می‌توان در گروه‌های چهاردایره‌ای جاداد) ؛ به‌این ترتیب : 

دایره‌های ۰۱ ۰۲ ۲ و ۴ در نقطه ۸ ؛ 

دایره‌های ۰۱ ۰۲ ۲ و ۵ در نقطهٌ 3] ؛ 

دایره‌های ۰۱ ۰۳۲ ۴ و ۵ در نقطه ر)؛ 

دایره‌های ۰۱ ۰۳ ۴ و ۵ در نقطه (]؛ 

دایره‌های ۰۲ ۰۳ ۴ و ۵ در نقطه ب. 

از این پنج گروه سه گروه دلخواه را در نظر می‌گیریم» مثل گروه‌های 


)۵ ,۴ ,۲ ,۱ ۰( )۵ 2 ۰( ۸ )۴ و 


دو دایرژ ۱ و ۲ در هر سه گروه هستند. بنابراین این دو دایره باید از سه نقطه 
4 3 و 0 بگذرند. ولی دو دایره‌ای که بر هم منطبق نباشند» حداکثر در 
دو نقطه یکدیگر را قطع می‌کنند» یعنی باید دو نقطه از سه نقطهٌ ۸ و ظ و 
بر هم منطبق باشند. فرض می‌کنيم ۸ و 13 بر هم منطبق باشند و آن را 
۸ می‌نامیم : 

ا خ (] بح ۸ 


همین ۷ نقطه‌ای است که هر پنج دایره از آن می‌گذرند» زیرا ۸ -- ۷ 
هم روی دایره‌های ۰۱ ۰۳ ۳ و ۴ قرار دارد و هم ۶ < ۷ روی دایره‌های 
۱ 1 ۲ و ۵ واقع است. 

۲ روشن است که ۰ < ۷. بنابراین» پرابری "27 - ۷/٩‏ ۷ هم‌ارز 
است با دستگاه 


٩‏ د ۲ + ۲و 
,1۳ 
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معادلهٌ اول این دستگاه؛ معادلهٌ دایره‌ای است به مرکز مبداء مختصات و 
شعاعی با طول برابر ۰۳ که اگر نابرابری ۰  <‏ را به‌حساب آوریم» برای 
نمودار 2۲ -- ۷۹ 2 » نیم‌دایره‌ای به مرکز مبداء مختصات» شعاع برابر ۳ 
و وافع در بالای محور 272 به‌دست می‌آید (شکل ۴۰) 


۴ الف) 2 می‌تواند هر عدد حقیقی را اختیار کند. روشن است که برای 
لا شمشه مقداری مشت ده‌دسست می‌آید. جول داریم : 
(۲- < 2) ۲ لب 5 . 


)لسع : (-عع) ‏ ۰ ع|۲بها 
۱۱ 


2 ات 
[ ۱ وج ) 9 
(۱ ). ۲ابله تب 


بنابراین» برای تعیین مقدار تابع در حالت‌های مختلف؛ باید سه حالت را ذر 


نظر بگیریم : 


۱ اد هه و اه تعالری هه ه ۲ و ۰ 2*۳۱ و 


اس و۲ ره ۱ و۲۷ بت ۱ بل ون مت ۲ و << #۷ 
> ۲اه انه ال هه جر ۲ سوو وه ک ۱ تاق 
۱۰ ۲ اجه تا 2 


۳۷ 


۲) ۱ < 2. در اين حالت ه < ۲ + 2 و ه < 2-۱ و 


۱ ۲۵ < 7 :۷ +4 ۲۵۶ << ۱ - 2 + ۲ + نت < /1 


۷ ۸1 1 


تخل ۲۱ 


۱ تا رن ات هس 


۱ پر له ۷ 
2 به 7 - 7 [یعنی با انتقال مبداء مختصات به نقطة [3,۰-)] به اي 


معادله می رسیم . 


۳ ی ۳ 
۳ بآ ۲ | عت ۳ << /1 


که در آن؛ با تبدیل 27 به 2- مقدار لا تغییر نمی‌کند. 
۳ 


هب 
۳ 


۱ 
بت 
+ ٌ 5 


او 
2 | 


ژیرا ۸۱| < ۸4 - |: یعنی 


۳۳۳ 


ب) 1 6 2. برای ۷ داریم : 
(0 > 27 ) ۵ات ون اور 
( 7 ها - جع ۲ 
(ه < 2) ۴-۵ + ۲ 
نمودار تأبع ۴ شکل ۳۲ داده سده‌است. محجو ر عرضص ‏ محر تفارن نمودار 
است. ار در ضابطه تابع ؛ 2 را به 2- تبدیل کنیم مقدار 7 تغییر نمی‌کند. 
ج) 1 6 2 و ۰ ع< [ داریم: 


(ه < ت) سم 


(ه > ) ۱ 


ند نمودار الیسعی با (شکل ۹ 


۵ 7۰ و ۲ با هم نمی توانند برابر -صفر باشند» زیرا در این‌صورت 
معادله‌ای نخواهیم داسست. 


۳۷۴ 


معادله‌های درجه دوم 


م < ۱ ٩4‏ ۲۵ - ۳2 باه < ۵ ۸ 7 - ۵2 


فرض کرد » 2 7۰ و ۰ 2 7. درضمن, برای سادگی کار دو طرف معادله 
را بر ۲ نه تقسیم می‌کنیم و ه < * گیریم. بعد از اندک تبدیل‌هایی به 
این معادله می‌رسیم : 
)۱( م < ۵ +۵ + ۱(2 + ,۲۵) - ۵(2۲ + :۳۵) 

۱ برای این که معادلهٌ (۱) دو ریشة برایر داسته باشد» باید مبین آن برابر 
صفر شود : 

ده -< (۵ + ۵()۵ ۰+ ,۴)۳۵ - ۱۳+ ,۲۵) < ۸ 

که از آن‌جا به برابری » < ۹٩‏ + ,۷۶۵ + ۸۵۲ و یا باتوجه به مقدار ۵ به 


برابری 
و سس ۲و۵ ۵ سل ۷۴۳۲۱۲ د ۳ 


می‌رسیم. اگر بخواهيم می‌توانيم 77 را برحسب ۰ و یا 0 را پرحسب 77 


به‌دست آوریم : 
۱ 
2 (۲۷/۱۶۳ + ۳۸-] << 7 


۲ برای این‌که دست‌کم یکی از ریشه‌ها برابر صفر باشد. باید داشته 
باشیم < ۵ + 0۵. 


۳۷ ۵ 


پاسسخ . ه < ۵۲ + ۰ و ه ع< ۵7 + ۳۲۰. درضمن هر دو ريشه 
معادله نمی‌توانند برابر صفر باشند (جرا؟). 
۳( برای این که دور ريشه معادله با علامت‌های مختلف باشند) باید داسشته 


ت 


۵ 
تس جع > (۵ + ۵()6 + ,۳۵) 


پاسخ . - ک ت > لها 
۴( اگر ریشه‌های معادلهٌ (۱) را 2 و "۲ بنامیم) باید داشته باشیم : 


3 


و ح< "0 ۲۳ س ۲( د ۲ 27) < - او + آ و 


۱ ۵ 2 
که اکر قرار دهیم سر سوواط ون ای < "۰072 به رابطه 


مطلوب می‌رسیم. 

پاسخ. و ۷۴۲ 4 ۵۶۲ ۰ ۵17۲ 

۶ اگر سرعت اولی را " کیلومتر در ساعت بگیریم» به این معادله 
می‌رسیم ۰ 


(جواب منفی معادله» قابل قبول نیست). 

پاسخ. سرعت اولی ۸ کلیومتر در ساعت و سرعت دومی ۱۰ کیلومتر 
در ساعت. 

۷ ۱) چون ۰ 2 ۰2 بنابراین می‌توان دو سمت برابری را بر "2 بخش 
کرد : 


۵ 
در با ی هی 
۳ بز با 


۷ 


۳۷۴ 


۳۸ -_ ۱ ‌" ۲ ۳ 
و < سوت « 1۳ 


۷ 


و معادله به این صورت درمی‌آید : 
< ۵۰ - ۵2 + آ و۶ چد ه < ۵2-۳۲۸ + (۲ - )۶ 


برای 2 دو جواب به‌دست می‌آید س_ یم زر ۵ 


۵ ۱ و ۱ ۱ 
تا اف ۱۳۹ 
- ۲ + و۵ - ۲۲ ات ۳۳ مه و۱ ۳ 
۱ ۱ 
ی 3 2 ,- ست | رن 


۲( اگر شبیه معادله ۱( عمل کنیم؛ ره این معادله در سحه 5 هی رسیم . 


۸ ۱ 
ی ی 
۳ 2 1 جح ۷2 1 و 
که در ال بل دام پتابراین 
۸ ۹ و سس 
"۳ و 7 ۰ 0 
اس بوپار سک ۳۲ ۲ اس و ایب و۲ 
۱ ۱ ۱ 
۳ 2 وه رچ ده | چ ع بو ۲ < ۱ 


وفرش 


یادداشت . معادله درجه چهارم به صو رت 
۰ ح 6 1 2 + وم ٍ 02 و 02 


معادلهٌ با ریشه‌های وارون نام دارد و به‌صورتی که در تمرین‌های ۱) و ۲) 
دیدیم) حل می‌شود. 

۳) اگر معادله‌ای با ضریب‌های درست ريشه یا ریشه‌های درست داشته 
باشد. این ریشه» یکی از بخشیاب‌های مقدار ثابت معادله است. مقدار ثایت 
معادلة ما برابر است با ۲۴ و بخشیاب‌های آن عبارتند از 2۱ ۰2۲ 1-۳ 
۴ب عد ۰۸ ۱۲+ و ۲۴. اگر عبارت هت چپ برابری را (۶)2 
بنامیم» برای این‌که ۰ -< (2) ریشه‌ای برابر 6 < 2 داشته باشد» باید داشته 
باشیم د: (6) 6 ريشة معادله است و بنابراین در آن صدق می‌کند). 
بخشیاب‌ها را ازمایش می‌کنيم : 

ه مد ۲۶ - ۲۴ + ۱۴+ ۱-۲-۱۳ 2 (۱) 
و < ۲۴ +4 ۱۴ - ۱۳ ۱+۲ <- (۱<) 


و اگر به‌همین ترتیب ادامه دهیم؛ به‌دست می‌آید: 
» < (۴) :ه < (۲)2-۳ ز*< (۲)] 
معادله چهار جواب درست دارد : 
۳ عد 2 ,۳ < 7۳ ,۲ < 2۲ ,۱- < #۱ 
در واقع» معادلة مفروض به‌این صورت است: 
» < (۴ - ۳()۵ + ۲()۵ - ۱()2 + 2) 


۳۷۳۸ 


۴) به‌سادگی و با فرض 1 <- ۱ + 2 + 2۲ حل می‌شود. 
پاسخ. ۱ حت ال با .-- 2:۲. دور ریشه دیگر معادله موهومی و 
ریشه‌های معادلهٌ » < ۵ + وت 1 27۲ هستند. 

۵) معادلهٌ مفروض را به‌ترتیب» به‌این‌صورت تبدیل می‌کنيم : 

و۴۳ ")۱ بر ) ۹ ")۱ ۳ 

ی ۳ 

1 ۲( وو) 3 

۱ ۴۳ 


۱ ۱ 
نی سس | زو سج 
1 ۲(۲ -و) ‏ 2 


۰( ۳ [" :2 + (۲ - ۱(۱])۵ - وو) 


( ۲2 نت )۲۱۰۹ (۲ + ۲2 - ۱۳2 تنل ۲ بت )۹ 
که بافرض 2 < ۲2 - ۰۲ بعد از عمل‌های ساده. به‌دست می‌آید : 


۲ 
سس. حد 2 ,۳ -<- 2 جد ه - ۱۸ - ۱۱2۲-۲۷2 


۱ ۶ ۲ ۳ ۱ اس 
و اگر این جواد‌ها را در معادله 2 < ۲2 - 7 فرار دهیم چهار ريشه 
معادلهٌ ما به‌دست می‌آید : 


۵ 
11 جت 2و اد ۱ << 8۳ بسن رمع 2۶ 


با شرط ت بآ 6 می‌تو ال معادله ر این‌طور نوست : 
7 نکلا 7 41 ۱/۳ 


۳ و۳۲ اه > ۷5 5 - [ بع) 0۳2 


۲ ۱ 8 ۱ 
ری ی اقب (2) ۳ 
۳" ۳ 2۱ ۷ 0 


۳۷۹ 


که اگر دو طرف برابری را به توان ۵ برسانيم (باتوجه به برابری ۲۴ < ۶۴) 


۴ ۱ 
۷ دز 4 


۱ 
که از آل‌جا به‌دست می‌اید : سب رک وس < 7۲. هر دو ريشه فاپل 


قبول‌اند. برای نمونه 7۲ را در معادله آزمایش می‌کنيم : 


۲ اا ا ا 

(7 

۷۳۲۲-۳۳۷۳۲ ۰. ۳۲۷۳۲ ۰ ۲۰۲ 
۰ ۳ ۳7۱۱ ۳7۱۱ 


۶ 


۵ (۷ +4 ۳۵ - آوو) حد ۱۳ و۳ - اي < ۳۵-۷۲ + ۳(۲ - 2) 


۷ باتوجه به این‌که 


معادلهٌ مفروض به‌این صورت درمی‌آید : 
۳-۷ - ۰/۲ - ۲۰ - (۷ 4 ۳2 - ۲و ) 
م < ۷+ ۳ - ۷/2۲ می‌گيريم (روشن است که » < ۰)2 در این صورت 


۱ ۳ ۱ ۲ 
و تن ۲ مت ال نت بر چفت بخ ست 6 سب ب 


و بار ۲ 


تنها ريشه مثبت این معادله ۵ < 2 است؛ یعنی 
2 ۳-۱۸ - آ ج<- ۵ < ۳٩۷‏ - ۱۷/2 


از آن‌جا ۶ <- ,2 و ۳- - 27. آژمایش نشان می‌دهد که هر دو عدد ۶ و . 


۸ معادلةٌ مفروض را می‌توان این‌طور نوشت: 


جوم سجه ٩‏ 
| -- ۲ 
۳ ۳۲ 
 - 2 ۱‏ چه ام - ۱ - 
1 شست 9 ۱ -- ۳ 


به‌این ترلیبا معادله مفروض ؛ بر سب 42 به این صو رت درمی‌آید : 
۴ ۵ ۳ 4 ۳ 
و سح [ سل راب ما مج د رح - در . 2 

۳ 


هت (۱ + آو)(۱ +ع)۱(۱ - ) چاه سد (۱ س یچ) بت ارت ور) چ 


۳۸۱ 


جواب ۱- < 2 قابل قبول نیست. زیرا برابری ۱- < » منجر 


به برابری نادرست ۱ 1 می‌شود. بس 


آزمایش هم) درستی جواب را تایید می‌کند. 
)٩‏ اگر دو طرف معادله را در مزدوج عبارت سمت چپ برابری ضرب 
کنیم : به‌دست می‌آید : 


که دو ریشةٌ حقیقی دارد: ۲ - ,5 و ۲- <- (2. آزمایش هم درستی 
جواب را تایید می‌کند. 


۳۸۲ 


۸ ) می‌دانیم میانگین حسابی دو عدد مثبت از میانگین هندسی آن‌ها 
کوچکتر نیست» یعنی اگر 2 و دو عدد مثبت باشند» هميشه داریم : 


۵ < + یا و2 < ۲٩‏ 


علامت برابری» تنها وقتی برفرار است که 7 و ۰۷ دو مقدار برابر باشند. 
جون 26 و ۵ عددهایی شت‌انل) بس 


سمت چپ نابرابری فرض راء تبدیل می‌کنيم : 


۳ 
ها ۵ هه هم 0 


۹ ۲۹ | ۳ ۳ 
8 6 0 6» 6 


۵ < 0 دم ۲۳۹/6 جع + و ۲/۵۵ < 6 1 6 


مد 
۷ 
بچ 
نج 
ساب 
‌ 
0 
كِ 
‌ 


از ضرب این نابرابری‌ها در یکدیگر به‌دست می‌آید (سه نابرابری هم‌جهت‌اند 
۴ مقدارهای سیمتا چپ و سصتا راست تابرابری» در هر سه حالت هسنت 


است ؛ به‌همین جهت می‌توان آن‌ها را در هم ضرب کرد) : 
6 ۸۷۵۲۵۲۵۲ < (ه +64( +)(9 + ه) 
۶۹ بعد از تبدیل‌های ساده؛ به اين معادله می‌رسیم : 
ان و و ده سنوی ۳9 


۳۸۳ 


از آن‌جا ۱۰ حه نله و ۱9 ۲۷ به. این دو عدد ریشه‌های معادله‌اند ) 
زیرا در آن صدق می‌کنند. 


۲) می‌دانیم مبنای لگاریتم نمی‌تواند برابر عددی منفی یا صفر و یا واحد 
باشد. بنابراین» برای 2 باید داشته ب سیم (دامنة معادله) : 


(*) ۱ رت وه ره < و 


اکنون اگر از دستور 7 ۳ - ۵ ,ع108 استفاده کنیم معادلٌ مفروض به 
80 


این صورت درمی‌اید : 
"2 < ۲2 ج< ( )۱08 < (۱08۴)۳2 


از آن‌جا ه < 2۱ و ۳ < ۰2۲ تنها ريشة معادله ۳ -- 2 است. زیرا باتوجه 
به شرط‌های (۴)) 7 نمی‌تواند برایر صفر باسد. 
۳) دامنه معادله با این شرط‌ها معین می‌شود : 


۱ و ۵ ره < و ره < و 


9 


۱ نب 
باتوجه * درد 6 ع10 < 0 ۰108 به‌ترتیب به‌دست می‌آید : 
۱ 1 ۲ 


۱ ون 

و 1022 
5 

3 ۱ ۱ 

۳۳۳۳۹ ۱ ۱ 

1 م۷9 ۳ ۱ ۲ 


۲ ۹ ۱ 
۱ + ۲۱۵8, 6 ۲-1080 


۰ <چ . 


۳۸۴ 


که از آن‌جا به‌دست می‌آید ۱ -- ۵ وه( و < 168.0 درنتیچه 8 نت با 


و ۷0۴ < 2۲. مقدارهای » و ٩/۵۴‏ به‌شرطی ریشه‌های معادله‌اند که برای 
۰ <ر 6 داشته باشیم : 
ط ۲ 
۱ ع< سب و ۱ عو 2 »6 
0 ك 


و اين» به‌معنای آن است که باید مقدارهایی از پارامتر ۵ را که به‌ازای آن‌ها: 


الف) ۱ < ۵۲2 و ب) ۱ < 7 باید کنار گناشت: الفب) اگز 
4 ۱ 
۱ < ۰0۲2 آن‌وفت 
به‌ازای 0 تِ 7 داریم : 
۳ 
دح( ۳ 
به‌ازای 0 < 7 داریم : 


ب( اگر 1 2 نم آن‌وقت به‌ازای ۵ -- 2 داریم : 


1 بح وت 3 سب 


۳ 


۲ 
و به‌ازای ۳ ح- 7 داریم : 


یعنی مقدارهایی که برای 2 به‌دست می‌آوریم» با شرط‌های ۱ 0 و 6 حم 6 
ریشه‌های معادله‌اند که با آزمایش هم تایید می‌شود. 


۳۸۵ 


۵۰ ا) با تشکیل دستگاه‌هایی شامل معادله‌های دوبه‌دوی ضلم‌های 
متلیت) مرختصات راس‌های مخلیت ر ده‌دست! می‌آوریم : 


۵ 
۳ ۵ << اا سس بل 3 0 << اا ‏ رل 
۱ ۵ ارار جت و۲ بو از اه ج ۳ و - و۲۵ ۱ 
۳ 
۱۱ 
۳1 ۵ حد ۲ + 2 
ای 7 وا سس ۱۰ ۱ 
۵ 


اگر در مثلث بر ۸ ضلم 2 ر قاعده لت ۴ 0 را ارنفاع وارد بر 


بنابراین » اگر مساحت مثلث را ‌ بنامیم : 


۱ ۱ ۴۹/۲ . ۴ ۸ 


(واحد مربع) 1۵ لاپ ۱۸2۰6۱ < و 


#۲ 
یادداشت. می‌توانستیم مساحت مثلث را به‌پاری یک دترمینان مرتبة سوم 
ا عت وربا قرب 


8 . رل 


۱ 
۳ 
۱ ۱ ۱ 


۳۸۶ 


به‌این ترتیب 


۳ ۷ ., ۵ نبا 
8 دا 8 ۳ ۱ 
| ۲ ۵ اعدا ۲ ل« جاح و 
۳ ۲/۳ ۳ ۲۳ 
1 1 ۲ ۱ ۱ ۱ 
۸ :۲ ۱ ۵ 


۱ ۳ 
استه ۳ ]سد] بت 
۳ 
۲ از آن‌جا که سه میانهٌ مثلث» از یک نقطه می‌گذرند؛ کافی است 


معادلهٌ دو میانه را به‌دست آوریم و مختصات نقطهٌ برخورد آن‌ها را پیدا کنیم. 
اگر نقطهٌ وسط ضلع 90 را ۸ و نقطهٌ وسط ۸0 را "9 بنامیم» به‌دست 


۱ ۱۳ ۳ ۷۹ 
کیت ی 1 ی مک 1 
(دبت) هد ( )۸ 


با در دست داشتن مختصات دو نقطهٌ ۸ و ۸ معادله میانة ۸۸ و به‌یاری 
مختصات ۶] ژّ معادله مبانه ۱ به‌دست می‌آید : 


اسحل ۱ هه ی سب مت 
(و سب و ۵ ۲ 


ه < ۵ + ۴-۷ : (ظ) زه < ۱۱-۸۷-۹٩‏ : (۸۸) 
و دست‌گاه شامل این دو معادله» مختصات نقطه ) (گرانیگاه خلت زور۸ ) 


را به ما می‌دهد. 
۰ اقا فا 
اسع. (چ ,)0 
یادداشت. نقطهٌ ب) (نقطه بر خورد مبانه‌ها) ) بارهحط راست ۸ ر 


به‌ستت ۲ + ۱ ت_ مي‌کنند : 
۲ ۱ ا۸ه)ا ::] 0۸| 
بنابراین» مختصات نقطة 6 را می‌توان با این دستور به‌دست آورد : 


,۳۷ هلا ره 2۳ ۲ -- ور 2 
از سس سیم 


وش 


۱ پاسخ. اگر قاعده ۳-۱ دوزنقه را از جب به راسشت ۸۸/۶ و فاعده 
کوچکتر آن را () بنامیم به این معادله‌ها می‌رسیم : 


ده حد ۴ ۳4 - 2 : (رن) :ه < 5-۳۷۸ : (۸) 
ده د ۴ - ره +4 ۳ : ((9) :ه < ۲۰ + ۲ - ۵۲ : (/۸) 
هم - ۱۲ 4 ۱۳ - ۱۱۵ : ((۸) :ه < ۸+ ۳۷+ 5 : (ظ) 
۲ اگر محور ۷ محور تقارن سهمی باشد» معادلهٌ آن به‌صورت 
6 + ۵2۲ < ( درمی‌آید. مختصات دو نقطه از سهمی (که داده شده است)» 
باید در این معادله صدق کنند. درنتیجه به اين دو معادله برحسب 6 و 6 
می‌رسیم : 
و ح< ع ۳ ,۴ < ع + ۴6 
اآنتجا ۴ بجع و 9 ی بزان معادلة تتجهولد سهین بهمیواریت 
۲ - ۴2۲ 2 درمی‌آید. 
۳. راهنمایی. وقتی محور تقارن سهمی موازی 1 باشد معادله‌ای 
به‌صورت 6 + 02 + ۵2۲ < ل دارد. ۱ 
پاسسخ. 5 +۲۰ + او - ۷ 
۴. اگر معادلةٌ سهمی را به این صورت» به‌ترتیب» تبدیل کنیم : 


‌ ۹ ۱ یج اه ۵ ۱ 1 ای ی 85 ‌ 
روشن می‌شود که نقطه (۶-) ٩‏ بالاترین نقطه وافع بر سهمی و؛ 


بنابراین» راس آن است. وتر سهمی باید از نقطهٌ 6 بگذرد و بر خط راست 


۳۸۸ 


خط راست؛ یعنی برابر ۴ می‌شود. بنابراین باید معادله خط راستی را بیدا کرد 
که از 5 عبور کند و ضریب زاوی‌ای برابر ۴ داشته باشد. 


پاسخ. 8 جء ۱۷ سل ۴۵۱ ت و۱۳ . نمطة دوم بر حو رد این وتر با سهمی 


۱ 4 
۵ ۱) پاسخ. ۳ < 0 و (۱-,۲-)و. به‌ازای ۴۳ ح- ۰6 معادله 
سهمی به‌صورت 


۴۳ + او < ۷ 
درمی‌آید که به‌جز نقطه به طول 1 متخ در رفطه ید طول .- مور 2 


۲ اگر معادلهٌ سهمی را به این صورت تبدیل کنیم : 


ی ی باه 
- اچته + عیگ + | 20 7 


» ۱ ۳۵۲ - ۱۶۵ + ۲ 
۳( ۴)۵ - ۳(" 


‌ّ ۳۹ ۱ 1 ا# 
ی تیه که ربا ی نمی قو خالا کین و سپ دا ظ 


است. برای این‌که راس روی 1۳ باشد؛ باید طول آن برابر صفر شود که از 
آن‌جا به‌دست می‌آید : ه << 6 و معادلهٌ سهمی به‌صورت ات اواج زو 
درمی‌آید و راس آن» (۱--,۰5)۰ روی محور عرض است. 

یادداشت. وقتی راس سهمی روی محور 7 باشد» محور عرض محور 
تقارن سهمی می‌شود که معادلةٌ کلی آن باید به‌صورت 


ود زا 


۳۸۹ 


باشد» یعنی جمله درجه اول نسبت به 7 نداشته باشد. به‌اين ترتیب» از همان 
آغاز» برای حل مساله؛ می‌توانستيم ضریب ۰ یعنی ۵ را برابر صفر قرار 
دهیم. 

۳) برای این‌که خط راستی بر یک منحنی مماس باشد. باید ضمن حل 
دستگاه شامل معادله‌های منحنی و خط راست. به معادله‌ای با ريشهٌ مضاعف 


(یعنی دو ريشه برابر) برسیخ: 


۱ - 0 4 وه + ۳(۰۲ -۵) < را | 
۳ + ۵7 < 1 


ه < ۵ - 6 4 »(۵ -۵) + ۳(۵۲ -0) چ 


و برای اين‌که این معادله دو ريشه برابر داشته باشد؛ باید مبین آن برابر صفر 


شود : 

۸۵ < )»- ۵( - ۴)۵ - ۳()6 - ۵( < )0-۵()-۳۵ ٩+ ۷( < » 
۲ ۷ : ۰ 

که از آن به‌دست می‌آید ۵ < 6۱ و ع < 0۲. به‌ازای ۵ < 0 سهمی 

۷ < ۲2۲ +۵۲ 


به‌دست می‌آید که اگر آن را با معادلٌ خط راست در یک دستگاه فرار دهیم» 
مختصات نقطهٌ تماس (ننها نقطهٌ مشتری خط راست و منحنی) به‌دست 
می‌آید. ب‌ازای > << ۰۵ به سهمی 

آری ۲۷ 

لا و دا اسب < 

۲ 


می‌رسیم که؛ به همان ترتیب می‌توان مختصات نقطةٌ تماس آن را با خط 


۲ ٩ و‎ 


۴ در حالت ۲) از همین مساله برای طول راس سهمی به‌دست آوریم : 
4 ۱ 0 1 
(۳- ۲۲۵ سور ب5ا اگر این مقدار را در معادله سهمی فرار دهع عرص 


راس سهمی به‌دست می‌آید : 


اب ۱۳ 0 0 
سس << ی د سس ببس - /1 
(۳ - »)۴ (۳ - ۲/۵ (۳-- )۴ 


۲ م۱۶ تب 
۱0 


به‌ازای ۲ < ۵ به سهمی ۲+۱ + 1 - - 1 می‌رسیم که نقطه (۲ ,8۱)۱ 
راس آن است (محاسبه کنید!). به‌ازای ۶ < 6 به سهمی ۵-+۳2۲+۶۵ -- ل 


یادداشت. حط راست 1 /1) موازی با محور است:. خحط 
راست موازی 3 سبت به سهمی سه حالت می‌تواند داشته باشد : ۱( متل 
7 < لا سهمی را در دو نقطه قطع کند؛ مثل 7 < ۷ بر سهمی مماس 


۳۱ 


باشد ؛ ۳ مثل ( < ۷ با سهمی نقطهٌ مشترکی نداشته باشد (شکل ۴۴). 
وقتی حط راستی موازی ۳ مماس باشتل ) نفطه ماس همان راس 
منحنی است. در مساله ما» این خط راست معادله‌ای به‌صورت ۲ <- / دارد 
که می‌خواهيم بر سهمی مماس باشد (تا عرض راس سهمی برابر ۲ شود). 
بنابراین دستگاه 
0-۱ + 2 1 ۳(۲ -6۵) < ۷ 
0 


باید منجر به معادله‌ای با دو ريشهٌ برابر (یعنی یک ريشه مضاعف) شود. 
دستگاه؛ منجر به حل این معادله می‌شود : 

و - (۳ -۵) + 2 + ۳(۵۲ - 6) 
و برای اين‌که ريش مضاعف داشته باشد باید مبین آن برابر صفر شود : 


چد ه د ۴)6-۳(۲ - "۵ < ۸ 
هد (۶ 4 0-)(۲ )۳ چ 


که به همان جواب‌های ۲ < ۱ و ۶ < 6۲ می‌رسد. 
۵) مختصات راس سهمی‌های (۱) را» پیش از اپن به‌دست آورده‌ايم : 
۷ تلنوقا ۲و۲ 0 
)۱( [ یسح سس << | د 
(۳ - ۴)6 (۳ - ۲/۵ 

همین دستگاهی که شامل مقدارهای :2 و ۷ (مختصات راس د) است؛ 
می‌تواند به‌عنوان معادله پارامتری مکان هندسی راس سهمی معرفی شود. در 
این‌صورت» بخشی از مکان که برای آن ۳ > ۰6 مربوط به سهمی‌هایی است 
که ماکزیمم دارند (جرا؟) و بخشی که به‌ازای ۳ < 2 به‌دست می‌آید» مربوط 


۳۳ 


ولی بهتر است؛ معادلهٌ مکان را به‌صورت تابعی با ضابطه (2) < ۷ 
پیدا کنیم. برای این منظور باید پارامتر ۵ راء با شرط ۳ و 6 بین 2 و ا 
حذف کنیم. در واقع از (۱) روشن است که 7 و ۷ مستقل از یکدیگر نیستند 
و به هم بستگی دارند» ولی بستگی آن‌ها به یکدیگر» با واسطهٌ پارامتر 6 است. 
باید این واسطه را از میان برداشت و بستگی 1 نسبت به 7 را؛ به‌صورتی 
مستقیم به‌دست آورد. برای این منظور؛ 4 را برحسب 5 پیدا می‌کنيم : 


۳ 0 
سب 6 حت 6 حت ۲0-۴ خت سس - لد 
۱ ۲۲ (۳ - ۲)۵ 


و آن را به‌جای » در مقدار [ قرار می‌دهیم؛ بعد از تبدیل‌های ساده به این 
نتیجه می‌رسیم : 
۱ سب ۴7 4 ۳2۲ 
۳( سس درو 
| + بل | 
ژ این » همان ضابطه (2) ۰1 برای مکان هندسی راس سهمی هاست : 
راس سهمی‌های (۰)۱ به‌ازای مقدارهای مختلف ۳(۵ < 6) روی نمودار 
گفتیم وقتی سهمی‌های (۱) دارای ماکزیمم هستند که در آن‌ها» ضریب 
۳ مقداری منفی باشد یعنی 


3. (۳ 


9 ۱ 
از اجا ه < ۱ + ۲2 و ب- < 7. 


۳ بل و۳ ۱ 
۱ 4 :۲۵ نا ات 


پاسخ. نمودار تابع با ضابطه 


۱ 
انتتنگ 3 بخش دیگر نمودار که برای ۹ ار یلهد شمسا می‌اید » مربوط ت 


و 


۴۶ فرض می‌کنیم» سهمی‌های (۱) از نقطهُ ثابت (.۷ ,۸2۰ بگذرند. 
در این صورت باید مختصات نقطه ۰۸ به‌ازای هر مقدار دلخواه 6 در معادله 
ه < (,۳۵۱+۱+۷)-۱(۵+,2(4+2) چد ۱-م+ ,۵2۵ ۳(۵-ه) ع رز 


۱ +.2 +7 و .۷ +۱ + ۳2۲ عددهای ابت‌اند» بنابراین» برابری بالا 
تنها وقتی به‌ازای همه مقدارهای 6 برقرار است که اين مقدارهای ثابت برابر 
صفر باشند. ولی ۱ + ,7 + 7 به‌ازای هیچ مقداری از .2 نمی‌تواند برابر 
صفر شود (چرا؟). سهمی‌های (۱) از نقطهٌ ابتی نمی‌گذرند. 

۷ رسم نمودار دشوار نیست. وقتی قرینهٌ نمودار را نسبت به نقطه 
(۱- به )نله رسم کنیم» درواقم هر نقطهٌ ۷ از نمودار به نقطهٌ ۷ تبدیل 
می‌شود. به‌نحوی که 1۸ وسط پاره‌خط راست ۷۲ باشد. به‌این ترتیب باید 
داشته باشیم : 


بل < مرا + مرلا رریل۲3 < 2 + 1 


از آ‌جا برت- < مرت و ۲ - مرو- < ,رل روی نمودار است و 
مختصات آن در معادله نمودار صدق می‌کند» یعنی 
۳ تس م(۲۵ + 2 جح ,ولا ج- ۱ ۲+ و۲2 - و < ۲ - ,ولا 
پاسخ. به‌ازای ۲ < » به تابع با ضابطهٌ ۱ + :۲2 + "رو - > 1 می‌رسیم 
که قرینة نمودار آن نسبت به نقطهٌ (۱- ,ه)0 عبارت است از تابع به‌صورت 
۳ - ۲2 + ات < زا 
۸( اگر معادله‌های سهمی‌ها را در یک دستگاه فرار دهیم» برای محاسبه 
طول‌های نقطه‌های برخورد دو منحنی به یک معادلهٌ درجه دوم می‌رسیم : 


۷ -< )6-۳(2۲ + ۵60 + 0-۱ 


۵ << [) - ۱ ۱ 
٩ 0 <‏ 0-۱(2) + << ۸ وال ابو 


۳۴ 


و برای این‌که این معادله» ریشه‌های حقیقی داشته باشد» باید مبین آن نامنفی 
باشد : 


» < ۳۵۲-۲۵4۱ چ » < ۴۵۲ - (۱-») < ۵ 


سه‌جمله‌ای درجه دوم بت وت دارای هو زبشة اشتهاه: نت عد وخ 
۱ 

وت <- 0۲؛ و برای این‌که سه‌جمله‌ای مثبت» یعنی مخالف علامت ضریب 

درجه دوم باشد. باید مقدار ۵ بین دو ريشه باشد. بنابراین» برای این‌که دو 


سهمی نقطه‌های بر خورد داشته باشند» باید داشته باشیم : 


خی تکاس 


| 


به‌ازای ۱- < 6 و < ۰0 دو سهمی بر هم مماس‌اند» یعنی دو نقطه 
برخورده‌بر هم منطبق می‌شوند. 
"7 و "۰2 طول‌های نقطه‌های ۸ و ۰۶ ریشه‌های این معادلهٌ درجه 
دوم‌اند. 
ه < و + ۱(۵ - ه۵) + آج2ه 


1 نت ام 
۲0 


۱ ۱ ۱ 
(ه + ساب > (ود + رع)+ > پره 
چون نقطه‌های ۸ و 7 روی سهمی ۱ - 2 + ۳2۲- <- ل واقم‌اند» بنابراین 


۱ سا و ۳ مب ۰ ۱۳ س کی لد وان و 


۱ ۱ ۱ 
[۲ - (" + ) + (؟" + )سب < (۷8 + 7۲۷۸ < ۷ 


۳۹۵ 


نا 
۹ ۳ ت_ (27 + "س) ‌ ۲2 _ ( 2 ۳2 " 


۲بخلا ۸ بخ ی ۳ ۳ 
۲0 1 0 / 


به‌این ترتیب» به‌دست می‌آید : 


اس ۳/۰ ۱ -- 6 
۲ ۲۵ 


باید بارامتر ۵ را بین مختصات نقطه ۸۷ حذف کرد: 
۱ ۱ - 6 
(«) 


6 چ 
۱ + ۲۶ ۳6 
این مقدار را به‌جای 6 در (عرض نقطهُ /) قرار می‌دهیم؛ سرانجام به 


6 


این نتیجه می‌رسیم : 

( #۷ ) ۲ ود اوق پ 
نقطهٌ /۱/ روی سهمی (++) واقم است. ولی آپا نقطهٌ 2۷ در هر نقطه‌ای از 
نمودار (**) می‌تواند باشد؟ 


1 ۱ 
پیش از این به‌شرط ۳ وان بگ استت رسیده‌بودیم. درضمن؛ باتوجه به 


3 ۱ 


۱ ۱ 
مس > 
۳ سل ول 


باید جواب این دستگاه نامعادله‌ها را بیدا کنیم. اگر به هر سه جملهٌ این 


/۸ 


ِ 


تابر ابری‌ها» عدد ِ را اضافه کم : به‌دست می‌آید : 


۱ ۱ ۱ 
> 
5 ۲ 


هت ]۳ 
کت | 6 


۳۹۶ 


که می‌توان آن را به‌ترتیب؛ تبدیل کرد: 


۲ در )6 ۲ 

۳ 3 و (۲ + 2) 59 
۴ (۲ + ۴)۲ 

ی از و با ی 
٩/۲ +۱(۲ ٩‏ 


۱ < 2 پا ۱- > ج » > (۱ + 9-)(۱ + ۳)2 << 
به‌اپن ترئیب » معادل مکان هندسی نفطهٌ 1 را می‌توان این‌طور بیان کرد: 
( با شرط ۱- > تیا ۱ < 2) 5+۲ + "۶2 < لا 


پاسخ. نقطةٌ ]1 روی بخشی از سهمی ۲ + 2 + *۶2- < لا حرکت 
می‌کند» به‌شرطی که در هر حال قدرمطلق طول این نقطه بزرگتر از واحد 
اشد (۱ < |ع) 


٩‏ (۱ - ۸)۰,6 نقطهٌ پرخورد منحنی با محور ۷ است. اگر فرض 
کنيم (۰ ,۰]7)۱ باید خط راست ۸ بر منحنی سهمی در نقطهٌ ۸ مماس 
باشد. معادله خط راست ۰۸ جنین است : 


0-۱ + ۱(2 - 6)- < لا 


برای این که ۱۳۳۵ اشتا ۸7 بر سهمی )۱( مماس باسد » باید ون زیر 
مسج تایبا دی نك برایی بای نوا 


0-۱ + 5 + ۲( -۵) < ۷ 
۱ سس ی + ۱(2 - 6)- < لا 


)6 - ۳۳(2۲ + )۲۵ - ۱(2 < 


و این معادله وفتی دو ريشه برابر دارد که داشته باشیم 


۰ 7 < 0. به‌ازای 
ند 0 سا یوقم راستا ماس ین تن مزا 

۱ ۱ ۱ ( . ند ۵ 

ات ات ان تتانت: ناگی 
۶ پاسخ. ه - 


۰ < ((۳ - ۲()۶ + ع)(۱ - ع)ه . 
۷ الف) برابری ۱-9 » 


< ,د, مجموع 7 جمله از تصاعد 
هندسی با جمله اول 6 و قدرنسبت و را به ما می‌دهد. بنابراین 


۱ 11 

این مقدار» به‌اندازه 0 از واحد کمتر است؛ یعنی باید داشته باشیم : 
_ ط 

و و و ۱ ۳ 

چون سب > جب و ۲۳۳ < ۱۰۲۴ بنابراین نابرابری اخیر را می‌توان 


اف ل ۱ 
۰8 ۲ ۲۳2 :|| 2 [- 


(اگر دو طرف نابرابری را معکوس کنیم» به‌شرط مثبت بودن دو طرف» جهت 
نابرابری عرض می‌شود. ) 


۱ ۱ 


۳۸ 


به‌ازای ۵ تاه داریم : 


۹ ۱ سخ‎ ۱ ۱ ۱۰۳۳ 
۲ 5 ۷٩ . .۶۰  ا‎ ۴ 


۱ ۳ ۱ _ ۱۰۲۳ 
۵ ۵ و ۱ ۴ ۵ ۱:۱۴ 


ب) اگر از دو طرف نابرابری ۱/۰۰۱ > 7۱۰0۰ در مبنای ۱۰ 
لگاریتم بگیریم» ب‌دست می‌آید : 


و درنتیجه 


۶۹*۸ : هر ۳ ۲۲ ۱ ۱ ۳ 
۵ بجم سم ۵ ۵ ۵ / ه << | ۵ 6 ۸ تس 
۳ ,۸ 9 ۴ ییات ۳۸ 


یعنی برای مثال اه ,۱ ۷۹3۱۵ 


ج آزمایش می‌کنيم (محاسبه‌ها تا سه رقم بعد از ممیز) : 


۰ تچ ۲ ۳۳ 4و و و 
۱۳ ۰7 < ۴ - ۴۸۱۲۳ < ۰۱/۱۶ ۰/۱۷ : ۱۶ ات و 
۷ ره < ۲۸۸۹۹ - ۵ ۰/۲۴ ۰/۲۵ ۲۳۰ و 
 < ۲۵ : ۷/۲۶ - ۰/۲۵ < ۵/۰۹۹ - ۵ < ۰ ۹‏ 


و اکر ۶ را تا پنج رقم بعد از ممیز محاسبه کنیم : 
۰۹٩۱ > ۰/۱‏ ره > ۰۹٩۹ ۰:۱- ۵ ۵ ۰۹٩۹۰۱‏ رازه - ۰/۲۶۰/۲۵۸ - ۲۵ << 7 


برای ۲۵ < 7 مقدار ۷/7 - ۱ + ۷/7 باز هم کوچکتر می‌شود. به‌عنوان 


۵ ما ۵ ۸ 0 سس ۰ ٩۸‏ - ۱۰ ۹۹ مت و۱۵ 


۳۹۹ 


یادداشت. هریک از مساله‌های الف)» ب) و ج)) در ریاضیات معنای 
خاصی دارند. 

مسالة الف) را می‌شناسیم : مجموعی از جمله‌های یک تصاعد هندسی 
نزولی است (جلد سوم «ریاضیات محاسبه‌ای»» از صفحة ۲۰۲ به بعد را 
ببینید). می‌دانيم» اگر بی‌نهایت جمله از یک تصاعد هندسی نزولی؛ به جمله 
اول 6۱ و قدرنسبت ۱(9 > |و) انتخاب کنیم؛ مجموع همه آن‌ها از دستور 


به‌دست می‌آید (دستور ]1 را در صفحهٌ ۰۲۰۶ جلد سوم «ریاضیات 
محاسبه‌ای» ببینید). یعنی 


۱ 
۲ ۱ ۰۱ ۱ 
جع تنج کی اس ای 
)۱( ۱ ۱ ی 
۲ 


(سه نقطه‌ای که بعد از کذاشته شده به این معناست که جمله‌ها» طبق 
فاعدهٌ تصاعد تا بی‌نهایت ادامه دارد: تصاعد دارای بی‌نهایت جمله است). 
(۰)۷۷۵[[19 ریاضی‌دان انگلیسی که در سال‌های ۱۶۱۶ تا ۱۷۰۳ میلادی 
زندگی می‌کرد؛ برای نخستین بار در کتاب مشهور خود «حساب بی‌نهایت‌ها 
(۱۶۵۵ میلادی) به کار برد و از آنیس در همه‌جا رایج شد. 


در ریاضیات معمول شلة ابیت که تست ۱( را به‌این صو رت 


1[ ری بقرت بات | سق 
۸ ۲ ۲ 


۳۰09 


(بخوانید: حد عبارت داخل پرانتز» وقتی مقدار 7 به‌سمت بی‌نهایت میل 
کند» تران. است:یا ۱ 
به‌همین ترتیب» بائوجه به آن‌چه ضمن حل مساله‌های ب) و ح) دیدید 


۱ > (۱۰۰۰/) حد 


سوم 
(بخوانید: حد ۰۷۱۰۰۰ وقتی 7 به‌سمت بی‌نهایت میل کند» برابر است با 
6 

۰ < (۷ - ۷/7 حدر 
(حد (/۰ -۱ + 7/) وقتی 7 به‌سمت بی‌نهایت میل کند برابر است با 
صفر ) . 

۸ ار در یک معادله دومجهولی 7 را به 2 - تبدیل کنیم تغییری در 
معادله حاصل نشود؛ به‌معنای آن است که محور ۰1 محور تقارن نمودار 
آن است (چرا؟). همچنین اگر با تبدیل 7 به - همان معادلهٌ نخستین 
به‌دست آید ) محور 9 محور تفارن نمودار آن اسنتنع (جرا؟ ). سرانجام اگر 
با تبدیل 2 به 2 و ( به ن-. معادله نمودار تغییر نکند» مبداء مختصات» 
مرکز تقارن نمودار است (جرا؟). 

۱) در اين معادله» اگر 2 را به 2- يا [ را به ۷- و یا هم 2 را به 
7 و هم ل را به - تبدیل کنیم» معادله تغییر نمی‌کند» در واقم 

< | - | و ه| < 2 -| 
پنابراین کافی است » < 7 و » < 7 بگيريم (یعنی بخشی از نمودار را که 
در رب اول دستگاه محورهای مختصات واقع است رسم کنیم) و سپس 
فرينةٌ آن را نسبت به هریک از محورها و نسبت به مبداء مختصات پیدا کنیم. 
بهازای » 2 2 و » < لا به معادل ۱ < ۷ + 7 می‌رسیم. بخشی از 
این خط راست که در ربع اول دستگاه محورهای مختصات قرار دارد» نمودار 


۳۰۱ 


۱ < ۷ + 2 با شرط‌های » < 2 و ه < ۷ است. اگر قرينة اين باره‌عط 
راست را نسبت به محورها و نسبت په مبداء مختصات پیدا کنیم» نمودار 
۱ - || + |2| به‌دست می‌آید (شکل ۴۵). 


ِ > کم 4 مج 


۱ 7 


"۳ 
شکل ۴۸ 


۲) شکل ۴۶ را ببینید. 
۳ چون با تبدیل 2 به ۰-2 معادلهٌ مفروض بی‌تغییر می‌ماند» کافی 
است نمودار را برای » < 2 رسم کنیم و سپس قرینةٌ آن را نسبت به محور 


ها هم در نظر بگیریم. باید نمودار را در سه حالت رسم کنیم (با شرط 
<< 27) : 


۱ ۱ 
۲ -< ۷/۲۲۷ ج- ۴ < ۲۰/۲ -+۱-۲۷-۱-+ :۲ - اس از[ 


در این حالت باره‌خط راست ۸ از خط راست ۲ < ۲۷ - ۱/۲2 به‌دست 


۳۲ 


ند) « 


می‌آید که در آن (۱- ,۸6۰ و ,۷ 


۱ ۱ 
< 2 چ ۴ < ۲۰۷/۲۵ ۲+۱ ۲+۱4 - ۱-4 


۷ 
7 


که محمل راستی اننت تن موازی / و از آن باره‌خط راست 0 ۳ این حالت 


مهد )هر )۰ 


۲ < ۲۷ +۷۲۰ << ۴ -< ۲۷/۲۰ ۲+۱4 ۲۷-۱4 جر وه (۳ 


که از آن باره‌خط راست (1). به نمودار ما تعلق دارد: 3 ِ ب) و 
(۱ ,۰)]. 
اگر قرينة خط شکستهُ (۸801 را نسبت به محور ل" پیدا کنیم 
شش‌ضلعی ۳/]( ۸120 (نمودار معادله) به‌دست می‌آید (شکل ۴۷). 
٩‏ برای این‌که حاصل‌ضرب دو پرانتز منفی باشد باید یکی از پرانتزما 
مثبت و دیگری منفی باشد. بنابراین به مجموعة دو دستگاه می‌رسیم: ‏ 
> 2 510 + 1۱ 2 7 19و در 
و <2 2 19و - /1 > ووزو ۷ 
مختصات نقطه‌های واقم در فاصله بین نمودارهای دو تاپم 110 اه زا و 
2 0 - < 1 همراه با مختصات نقطه‌های وافع بر خود اين نمودارها» در 
نامعادلهٌ ما صدق می‌کنند (چرا؟) (شکل ۴۸). 
۰ 1 جه راست گو باشد و چه دروغ‌گو در هر حال پاسخ می‌دهد : 
«من راست می‌گویم». بنابراین روشن است که /) راست‌گو و (1 دروغ‌گوست. 
4 باید به 2 اعتماد کند و پرسش‌های خود را با او در میان بگذارد. 


۳9۳ 


۷۱ با روش‌های مختلف می‌نوان کمترین مقدار مه را» برای عدد 
طبیعی 7 بیدا 3 


روش اول. ۵ را می‌توان به این صورت تبدیل کرد: 


6 < ) - ۵۶ 4+ ۶( - ۵ < )- ۲()-۳(- ۵ 


۵- مقداری است ابت» بنابراین باید ببینیم کمترین مقدار حاصل‌ضرب 
(۳- ۲()۰ - 7) در چه حالتی به‌دست می‌آید. آیا این حاصل‌ضرب می‌تواند 
منفی باشد؟ برای منفی بودن این حاصل‌ضرب. باید یکی از عامل‌ها مثبت و 
دیگری منفی باشد. یعنی 


و > ۲ - 7 ۱ و در ۲ - ۲ 

و چد ۳ -- ۲۶ ۳ / 
در حالت اول به‌دست می‌آید : ۲ ۱:4 اد ول بی ۲.۲ عددی طبیعی 
وجود ندارد. در حالت دوم. باید 7 کوچکتر از ۲ و در عين حال بزرگتر از 


۳ باشد که ممکن یست. بنابراین (۳ - )(۲ - ) با شرط 1۷ ع ۲۰ 
نمی‌تواند منفی باشد و کمترین مقدار آن صفر است که به‌ازای ۲ < 7 و 
۳ عد 8 به‌دست: مي آیل: 

پاسخ. کمترین مقدار .لا برابر است با ۵- که به‌ازای ۲ << 7 یا 


۳ < 7 به‌دست می‌اید: ۵- < ۳ < ۷/۷ 


روش دوم. م۷ را به‌این ترتیب تبدیل می‌کنیم : 

۱ ۵۱۲ ۱ بر ۵ ره تِ 
ضوع :مت( ی ۲ پیسس: بت[ :مسب ( -- ۲ ]| < ولا 
۴ هب-9 ۴ ۰ | ۴ 


۲ ۱ 
۲ ۱ ۵ 
- عددی ابت و کمترین مقدار 3 ب 2 برابر صفر است (عبارت 
مجذور کامل» نمی‌تواند برابر عددی منفی باشد). بنابراین» کمترین مقدار 


۳9۴ 


۵ 
4 به‌ازای : < 7 به‌دست می‌آید. ولی ۲ عددی طبیعی نیست. نزدیک‌ترین 
عددهای طبیعی به 7 عددهای ۲ و ۲ هستند و ۵- << 1۴ < ۲ 
روش سوم. در وافع داریم: 
» < (یبله - ۱) + ۵0 - ۱ 


که نسبت به ۰72 معادله‌ای درجه دوم است. این معادله» وقتی جواب‌های 
حقیقی دارد که مبین آن نامنفی باشد : 
(ه) .. س < به چده < (م ۵-۲۵-۲۱ 

ولی مقدار تب بل به‌ازای 2 < 7 به‌دست می‌آید (جرا؟) که عددی 
طبیعی نیست. پس کمترین مقدار 2 به‌ازای نزدیک‌ترین عددهای طبیعی به 
ی یعتی به‌اژای ۲ <- ۲ پا ۲ < ۲ خواهد بود. 

استدلال را به‌صورت دیگری هم می‌توانستيم دنبال کنیم. بنابر نابرابری 
+ کمترین مقدار ببلا برابر هب است. ولی ۰1 باتوجه به طبیعی بودن 
عدد 7 هرگز عددی کسری نمی‌شود (جرا؟). نزدیک‌ترین عدد درست به 
۳9 عدد ۵-- است که به‌ازای ۲ < ۲ يا ۲ < 7 به‌دست می‌آید. خحود 


۴ 


۱ 
۲) ۰ مقداری مثبت است و اگر دو طرف برابری را به توان ۲ برسانیم : 
1 ۴ - او وا 
می‌توانیم آن را شبیه روش‌های مساله ۱) به نتیجه برسانيم. به‌عنوان نمونه: 
٩‏ < 4۹ (۲ -ع) < مه 


۳۰ِ۵ 


کمترین مقدار ۷ برابر ۹ اسست اِ به‌ازای 1 حت ۲[ به‌دست می‌آید. 
پاسخ . 7 ۳۲ : دنباله جنین استگ 


۲۵ ۱۳ ۱۵ ۱۳ ۲۵ ۷ 
۲ دنباله را می‌توان این‌طور نوشت : 
۵ << ۱۱ تج م1 ) 4 7 4 ۱۳۳0 ۳ 1 


که نسبت به ۰7 معادله‌ای است درجه دوم و برای حقیقی بودن ریشه‌ها باید 
مبین آن نامنفی باشد: 


م < ۳ - ۸ + ۴ (۱- )۱-۴ ۸ 
عبارت درجه دوم (سمت چپ نابرابری)» وقتی مثبت است که مقدار ,لا بین 


دو ريشه باشد (جون ضریب درجه دوم عددی منفی است). بنابراین باید 
داشته باشیم : 


> لا > 


ح | سس 
7-1 | س 


۱ 
۳ ۲ » ریشه‌های سه‌جمله‌ای درجه دوم سمت جب نابرابری هستند). از 


4 مب ۱ ۱ ۳ 
این‌جا روشن می‌شود که کمترین مقدار ولا برایر ۲ است که به‌ازای ۲ 
ب‌دست می‌آید (جرا؟). 
۳ ۱ 
پاسخ. ۲ < 1:۱. دنباله جنین است: 


۲ ۳ ۰۳ ۳ ۷ ۸ 
۲*۵۲ ۱۰۲ ۱۷ ۷۶ ۲۷ 


و۳ 


۴( پاسخ. ۳9 حت و اما + جنل حمله اول دنباله حسن اشتتکا 


۲ 
۱۰۱۱ ۵۲, ۳۶, ۲٩۹,۲۵, ۲۲-۱ 
۳ ۱ 


۳ ۲ ۱ 
۱ ۷ ۳٩ ۹ ۶ ۰ ۷ ۳ 


۵( اگر 1 7 آن‌وقت 1 7 بنابراین به‌ازای و مقدار کسر 
۳ و درنته جا با از واحد نازگتز اسیت. تنها به‌ازای ۱ ]7 مقدار 


برابر واحد می‌شود. 


۱ ۳۷ ۳ ۳ ۵ ۵ 
ی سس سست ت ت ۱ 
( س 0 ۳ ۲ و 2 


۶( 510 (برای عددهای طبیعی 7) براپر با یکی از سه مقدار ۰۱ ۰ 

و ۱- است: 
هد 1۳ 
اگر ۲۸ 1 ال‌وفت ه 67 910 < سم 


گر (۱+:۲) سم 7 آن‌وقت 3۱ سل با 0 - 7ج وزی 


که می‌تواند برایر ۱ یا ۱- باشد. در واقع - 
اگر۲7-< ۶ آن‌وقت ۱ <- ( + ۲ ) 0 و اگر ۱ + ۲۳۰ < :۸ 


11 


آن‌وقت 1 << ( + 6 ) 11. بتابراین » اگر ۱ ٩‏ ۴۲۲۰ <- :7 آن‌وقت 
ِِ 
۳ 


0 و اگر ۳ + ۴7۰ ج 32 آن‌وقت ۱ ح- وزد. 


۲ 1 


17۲ . ۱ 
به‌این ترتیب» برای این‌که جمله سپ 511 ۵ منفی باشد؛ کمترین مقدار 


۳۷ 


پاسخ. ۲-- -- 1/۳. جند جمله از دنباله. 
۲ ۶ 
۲ باتوجه به ابرابری‌های ۲ < 4 6 (بهشرط ۰ < ») و 
نو ب + (به‌شرط ۰ > ») می‌توان بدون عمل‌های عادی؛ ریشه‌های 
هر معادله را بیدا کرد. 
اثبات این دو ابرابری بسیار ساده است. اگر ۰ < ۵ آن‌وفت 


۲ ان بِ 1 
مه < (۱- ) چم ۲۵ < ۱ + ع ج ۲ < - +4 » 
04 


۱ ۲ 
به‌همین ترئیبا؟ در حالت ۰ > 6 داریم : 


۲ ۲ ۱ 
(۵+۱) چد ۲6- ۱+ ۵ چد ۲- > - + 6 
0 


که باز هم درستی آن روشن است (توجه کنید: وقتی دو طرف نابرابری را 
در علد منفی 0 ضرب کردیم» جهت نابرابری تغییر کرد). درضمن. تنها 
به‌ازای ۱ - < 6 داریم: سب بد ۰ 6. اکنون به معادله‌های مسالهة ۲۲ 
می‌پردازيم. ۱ 

3 و سب و در ذهن خود» 6 بگیریم» معادله به‌صورت 


۲ : ۱ 

۳ | آید. در ضم" ۵ مقداری اسب" شت » زرا ۱ ۱ 
2 + » درمی‌آید درضمن ۵ مقداری است مبت؛ ریرا هم 7 و هم 
+ 2 + 0۲ به‌ازای هر مقدار 2 مثبت‌اند (جرا؟). بنابراین» اگر معادله 

ریشه‌ای داشته باشد» برای حالتی است که داشته باشیم ۱ < ۰6 یعنی 


۳ 
ك 


ات ات وق چت هم جح [ ملد رو چ .سس تسس 
۱+ و + آ و 


۳ ۸ 


آزمايش کنید: ۱- < 27 در معادله صدق می‌کند. 
پاسخ. تنها ريشة معادله ۱- << 7 است. 
۳) در این‌جا باید داشته باشیم : 


۱+ ۵ 
۴ب و۷ و چد هب وس و + و 2-۱ ج 
پاسخ. معادله دو ريشه دارد: ۲ اا اس دب 
تکیر نم ۳ دس ۱ یرد مر 
داریم : 
۱ 
سا | مسب 
۲ ۳ 
۱ !.. ۱ 
۳ ۲" ۲:۲ 
۱ ۱ ۱ 
۳ ۲ ۳۳ 
ز ی ۱ 
7-۱ (۱ - 7) 
اگر این برابری‌ها را با هم جمع کنیم به‌دست می‌آید: 
۱ ۱ ۱ ۳ ۳ ۱ ۱ ۳ ۱ 
نت بت د سس لا ۳ 4 . 
10 ۶ - ۲) ۴ ۳ ۲ ۶ ۲ ۲ ۶و۱ 


: ۱ 


ِ ۲ 
باشد» مقدار -< خیلی کوچک می‌شود (در ریاضیات می‌گویند: وقتی 1 


به‌سمت بی‌نهایت میل کند» ‏ برابر صفر می‌شود). بنابراین 


3 ۱ ۱ ۸ ۴ 
9 و سس ید. | حد 
4 تا (سلج + ...+ پم +چس) .جر 


یادداشت. حون ۱ س نت ِ- ۱ اگر تعداد محدودی از جمله‌های 
دنباله را در نظر بگیریم» هميشه حاصل آن. برابر کسری می‌شود که عدد 


۳ ۱ ۱ ۲ ۱ ۱ 
۳ ۱۷ 0 ۱۲ 
۵ و و ۱ ۱ ۱ 


۱ ۰» 


۲ ۱ و بح ۱ ۳ 
ب) روشن است که زج > ۲- (وقتی مخرح کوچکتر شود 


مقدار کسر بیشتر می‌شود). در این ابرابری به‌جای ۲ به‌ترتیب عددهای از 
۲ تا " را فرار می‌دهیم : 


ل .اقا ۱ ۲ ۱۳ 8 ظ 


۱ ۱ ۱ 

0 

۳۳۵-۳ ۲ ۳ 
۱(۸۵ بت )...۰.۰ ۰ ۲۱۲ ۱۲ آر 


۳۱ 


که باتوجه به مسالهٌ الف)» اگر یک واحد به دو طرف ابرابری اضافه کنیم» 


۱ یت سب 
11 ۹ ِِ ۳ ۷ 


یعنی مجموع سمت چپ نابرابری نمی‌تواند از ۲ بیشتر باشد و 


۳ 7 ( ۱ 
با توس تا سا قا... 
2 ۲۶ 9 


در ریاضیات عالی و با استدلالی بیچیده‌تر ثابت می‌کنند : 


7 ۱ ۱ 
مش ار ۱7۳ 1۳ ِ نت 7 ۳ ۳ ‌ ۲ +۱ بت سس[ 7: 


سم ای ۱۱ 
۲ بت ربتت) ز(-#۶ه): ۵ 
۵ الف) سهمی ۵ + ت02 + 7»- ۷ در نقطه (۰,۵) ۷۲ محور 
1 را فطع می‌کند. معادلةٌ خط راستی را می‌نویسیم که از نقطه 1۷ بگذرد و 
ضریب زاویه‌ای برایر 8 داشته باشد: 


۱/ < ۲۷۵ + 6 


می‌خواهیم این خط راست با جهت مثبت محور 2727 زاویهٌ ۴۵ درجه بسازد؛ 
یغتی ۱ << ۴۵۳ طعنا < ۲7 


8 ون 


درضمن این خط راست باید بر سهمی ما مماس باشد؛ یعنی اگر معادله‌های 
سهمی و خط راست را در یک دستگاه فرار دهیم؛ به معادله‌ای برسیم که دو 


و 6-۱(2)- ۲ 2 جد ]+ < دا ج 


0۵ +4 + آو- ع رو 
2 < ۷ 


اپن معادله درجه دوم یک ريشه برابر صفر دارد. بنابراین» برای این‌که دو ريشة 
برابر داشته باشد باید ريشهٌ دوم آن هم برابر صفر باشد؛ یعنی داشته باشیم : 


توعد ا بیع 


و معادله سهمی به‌صورت 6 + 2 + "2- < را درمی‌آید. بنابه‌فرض مساله 
سهمی با محور 77 7 بگذرد. ضصریب زاویه غعمود برابر ۱- می‌شود و چون از 
نمطهٌ تماس گذشته است» معادله‌ای به‌صورت 


7 +  < 


بیدا می‌کند که در نقطهٌ ( ,0) محور 22 را قطع می‌کند. مختصات این نقطه 
باید در معادلة سهمی صدق کند و از آن‌جا به معادلة 


۲ << یاه  <‏ جد ه < ۲ + آو- 


می‌رسیم. ۰ < ۵ را باید کنار بگذاريم» زیرا معادلٌ سهمی به‌صورت 
سل تب حت ۷ درمی‌آید که دز آن حخود محور مور از دو نقطه بر خورد 
سهمی با محر زر طول می‌گذرد ژ‌ نمی‌تواند صریب زاویه‌ای برابر [- داشته 
باسك. 


پاسخ. ۱ < ه و ۲ < 0؛ معادلهٌ سهمی ۲ + 2 + "2 < . 


۳ 


ب) معادله‌های سهمی‌ها را در یک دستگاه فرار می‌دهیم : 


(۱) ه < ۲۷ و - (۱ +4 ) چ 


۲ + و + او << ۷ ۱ 
۲ << ( 


دو سهمی وقتی نقطهٌ مشترک دارند که این معادلة درجه دوم» ریشه‌های حقیقی 
داشته باشد» یعنی داشته‌باشيم : 


۹ 
ای مت نات 


دور سیهیی به‌ازای وه بت ۲۲ بن هم مماس اند ) به‌ازای 7 جر 771 یکدیگر 
را در دو نمطه قطم می‌کنند و به‌ازای - > 77 نقطه برخوردی ندارند. 
در حالتی که دو سهمی بر هم مماس‌اند؛ تمه (۱۸-,۴-) 7 نقطهٌ تماس 
آن‌ها است (آزمایش کنید!). 
۹ و 
حالت 7- < 7 را در نظر می‌گيريم. نفطه‌های برخورد دو سهمی 
را ۸ و 8 می‌نامیم (در حالت 2- < 0 ۸ و 8 بر هم منطب‌اند). 
مختصات دو نقطهٌ ۸ و . از حل دستگاه شامل دو معادله سهمی‌ها محاسبه 
می‌شود. اگر ریشه‌های معادلة درجه دوم 


و ۲ سب و - ۲ ۱(2 + ۲0) 


را زر و 9 بنامیم) مختصات نقطه‌های ۸ و ۲ و درنسجه» مختصات نقطه 
وسط بارهحط راست ۳ ۸۸ جنین می‌شود : 


ون ِِ_ 9 بح ل 1 


۲ 
(آ ۹ 0 0 ۳۳02 


۳۹۳ 


"2 و "2 ریشه‌های معادلهٌ (۱) هستند» یعنی ج سس < 2 2.4 و 
۲ 


تیه "و ۳ بنابراین» برای مختصات ۳ داریم: 
۳ ار 
"(۱ +4 ۲۲۲۰ 0 ۱۳۳۹ 
۵۱ + ۴۶ )7 ۱ ۱ 
(۵ + 7۲)۴۶۰ [۲2/2 - ۲ ( 2 4 2)]- < (2۳ + )7 < ۷ 
"(۱ +4 ۲/۰ : ۱ 


به‌این ترتیب» مختصات نفطهٌ ۲ (که همان معادلهٌ بارامتری نقطه ۲ است) 


۱ 5 7۲) ۴۲۲ + ۵( 


زا سس ات ۲ 
(۱ + )۲ (۱ +۳۲0۸ .۰ 


باید بین مختصات نفطه ۰1 پارامتر 77 را حذف کنیم تا معادلهٌ مکان نقطه 
۲ به‌صورت رابطه‌ای بین :2 و ۷ به‌دست آید. 7 را برحسب 1 محاسیه 


.۱ ۱ 
۲ ند سس سس 
۲ (۱ +4 ۲/۲۰ 
و آن را به‌جای 70 در رابطةٌ 1 قرار می‌دهيم بعد از عمل‌های ساده؛ به‌دست 
۲۱( ۲ + ۳2 - ۲2۲ < (۲ +4 ۲2()9--۱) < #۷ 


برای آزمایش درستی عمل‌ها باید مختصات نقطه تماس دو سهمی (به‌ازای 
۹ ۱ 7 

یت < ۰7 یعنی نقطهٌ (۱۸-,۴-) در اين معادله صدق کند (زیرا وقتی 
دو سهمی بر هم مماس‌اند» ۸ و 73 بر هم منطبق می‌شوند و نقطهٌ وسط آن‌ها 


۳۱ 


یعنی 7 بر نقطهٌ تماس قرار می‌گیرد). آزمایش نشان می‌دهد که» مختصات 
این نقطه در معادلهُ (۲) صدق می‌کند. 

مکان هندسی نقطهُ "1 روی نمودار سهمی (۲) واقم است. ولی آیا همه 
نموذلر (۲) جزو مکان است؟ شرط این‌که نقطةٌ ظ وجود داشته باشد» این 
است که ۸ و ۶ وجود داشته باشند و ۸ و 7 به‌شرط کب <2 77 وجود 


دارند. دیدیم که 


بنابراین» برای وجود ۸ و ۶ باید این نابرابری برقرار باشد : 
۳ ۱ ‌ ۱ : ۳ 
ی ی جک 
۸ ۲2 12 
به‌اين ترتیب» معادله مکان هندسی نقطه ۲ را باید به این صورت نوشت : 


۱ ۷ << )۱-۲()5 + ۲( 


و > 1 که ۴ 


بخشی از سهمی (۲ + ۲()2 - ۱) < لا که برای ان مفدار 17 بین 
عددهای ۴- و » باشد» معرف مکان هنلسی نقطة ۳ است: 
مرکز دایره از خط راست مماس : 


ات ۱ یمین ۱ 
ی پا ری ای نز 


آ۷ ۷ 


و معادلة دایره چنین است : 
م > ۱۴ +۸2 - و + اه چ ۲ < ۲+ (۴ - ) 


۳ برای هر دو عضو کمیسیون. باید قفلی وجود داشته باشد که 
کلید آن نرد هیچ‌یک از این دو نفر نباشد؛ زیرا در غیر این‌صورت دو عضو 


۳۱ ۵ 


کمیسیون پیدا می‌شود که می‌توانند گاوصندوق را باز کنند و اين» مخالف 
فرض مساله است. به‌جز اين» اين قفل برای هر دو عضو کمیسیون؛ با هر دو 
عضو دیگر کمیسیون متفاوت باشد. درواقع» اگر برای دو عضو کمیسیون 
قفلی بازنشدنی باشد که برای دو عضو دیگر کمیسیون هم بازشدنی نیست؛ 
اگر این چهارعضو کمیسیون با هم جمع شوند؛ دست‌کم سه نفر خواهند بود 
(ممکن است یکی از عضوها مشترک باشد) که نمی‌توانند گاوصندوق را باز 
کنند که باز هم مخالف فرض مساله است. بنابراین؛ تعداد قفل‌ها نمی‌تواند 
کمتر از تعداد زوح‌های ممکن یعنی کمتر از ۱۰ باشد. این ده زوح ممکن» 
جنین‌اند : 

۱ ۳ 


اب بت تا 


7 7 


هب ت۳8 لاس « ات ۰ آب۲ 


کلیدهای ۱۰ قفل گاوصندوق راء باید به‌این ترتیب» بین ۵ عضو کمیسیون 


عضو کمیسیون کلیده 

۳ 
٩ ۸ ۰۷ ۰ ۱‏ 
4 او ۷ »بت ۱5 
۴ج( ۷ ی 4 ۱۵ 
٩ ۰۸ ۰۴ ۰۳۲ ۰ ۲‏ ۰ ۱۵ 


۷ در آغاز» یک پیش‌قضیه را ثابت می‌کنيم. 
پیش قضیده . اگر ساق‌های ذوزنقه‌ای را ادامه دهیم ت به هم پرسند؛ آن‌وقت 
حط راستی که از این نقطه بر خو رد و نقطه بر خو رد دور قطر دوزنقه می‌گذرد؛ 


قاعده‌های ذوزئقه را نصف می‌کند. 


۳۹۶ 


اثبات. ذوزنقه (۸120/1 را در نظر می‌گيريم که در آن؛ ضلع‌های (۸1 و 
0 با هم موازی‌اند. ۷۲ را نقطةٌ برخورد قطرها و ۸۷ را نقطهٌ برخورد امتداد 
ساق‌های ذوزنقه می‌گيريم (شکل ۴۹). مثلث‌های ,۷۸0 و 30۲ ۷ 
و» همچنین» مثلث‌های ,6( 2۷ و 7۷0/۵۲ متشابه‌اند و از آن‌جا نتیجه 


می‌شود : 
۱۷۵۱ ۳ 10۱۱ ۳۹92 ۳ ۳:9 
ا 0 ااظ۱(23۱(۱ 


و بنابراین به‌دست می‌آید : 


۱۸۸۱۱ - ۵۰۱ 


۲ سس دمن 
5 ۱-0199 


سپس مثلث‌های (() / و ۶ )1۷ همچنین مثلث‌های ۸ )۷ ۴ 


با هم متشابه‌اند؛ از آن‌جا 
0۱ ۱۸۵۱۱ ۱/۵۱۱ ِ_ 0۱( 
۰ ۷ 90۲۱ 
و از مقایسه این دو تناسب به‌دست می‌آید : 
۰۱ - |0۱ 
9۵| 


(۲) 


۳۱۷ 


و اگر برابری‌های (۱) و (۲) را در هم ضرب کنیم: 


۱۸۵۰۱۱۰۱۵۱۱ - ۸۵۰۱ 


۳ 
مت 


000 |30 
که از آن به‌سادگی نتیجه می‌شود: 
۱( ۱ < 8۶0۲۱ 


و اگر تناسب (۱) را باتوجه به برابری (۳) در نظر بگیریم به‌دست می‌آید : 
۰۱ 2 |۸0۵۱ 

اکنون به حل مسالهٌ ۲۷ می‌پردازيم و ابت می‌کنيم؛ پاره‌خط راستی را که بر 

یکی از دو خط راست موازی قرار دارد» می‌توان تنها به‌یاری یک خط‌کش» به 


7 بخش پرابر تقسیم کرد. دو خط راست ]و و باره‌خط راست ۱ را 
واقع بر خط راست / در نظر می‌گیریم (شکل ه ها ). 


نقطةٌ دلخواه () را روی صفحهٌ و 7 طوری در نظر می‌گيريم که نقطةٌ () و 
خط راست آ در دو سمت خط راست " واقم باشند. نقطهٌ 0 را به دو انتهای 
باره‌حط رات ۱ پر هر وصل می‌کنيم. اگر نقطه‌های بر خورد 0 و )۸۱ را 


۳۱ ۸ 


با خط راست "۰ به‌ترتیب» ]۷ و ۷ بنامیم؛ باتوجه به پیش‌قضیه؛ می‌توانيم 
نقطه وسط باره‌حط راست ۸۷ ۸۷ را» به‌یاری خط کش پیدا کنیم. این نقطه را 
می‌نامیم. نقطه‌های ۱ و 1 را با یک خط راست به هم وصل می‌کنيم ؛ 
این خط راست» خط راست 4۸0 را در نقطه‌ای مثل ِ کنناه قرو 
این صورت» خط راست ۰0(۱/۷ خط راست / را در نقطه فطع می‌کند 
به‌نحوی که ۸ ۸۹۱ ت |۸۸۸۸۱]. . در واه نع داریم تز 1 
نقطه ۲ وسط باره‌خط راست ۷۲۷ است. 
فرض کنید» ۱ - 71 باره‌خط راست 


اب۱4 بش ست بای ی ات ۳-۶ جح ۳:۹۶ 


را ساخته باشیم. در این صورت. به‌سادگی می‌توانیم پاره‌خط راست ام را؛ 
شبیه حالتی که پاره‌خط راست ۸۸۱ را دو برابر کردیم به‌یاری یک خطکش 
بسازیم. برای این منظور. باید به‌جای ۸۸۱ پاره‌عط راست ۸4-۱۸ را 
در نظر گرفت (شکل ۵۱) و پاره‌حط راست ۸4,۱ را با طولی برابر آن 
ساخت. به این ترتیب» پاره‌حط راست ,پمم4۱4 به‌دست می‌آید که طول آن 
7 برابر طول باره‌خط راست ۸۱۸۲ است : 


۱۳ << 1 ۰ 4۸۱۸۸۲۱ 


۳۱۹ 


دو خط راست 1 و ۲ و پارحط راست ۸ واقع بر | را در نظر 
می‌گیریم. نقطهٌ دلخواه 0 را در صفحهٌ / و ۰۲ شبیه شکل ۰۵۲ انتخاب 
می‌کنيم و نقطه‌های برخورد خط‌های راست 0۸ و 0 با خط راست ‏ 
را» ۸۱ و ۸۲ می‌ناميم. بنابر آن‌چه گفتیم می‌توانيم 7 پارهخط راست؛ برابر 
با [+۰۱۸۱۸ بهیری یک خطکش بسازيم. 4 را اتهای امین پارهخط 
راست می‌گیریم. نقطهُ «بب4 را به نقطه تا وصل می‌کنيم و امتداد می‌دهیم 
تا خط راست 2۸) را در نقطهٌ () قطع کند. 


وصل ت حول واستة / را در نقطه‌های بح بو یا فطع 
پراساس مثلث‌های متشابه (شبیه آن‌چه در پیش قضیه دیدیم) داریم: 


ظ«بسعظّا __..._ اظظا _ ا۱ظ۸ 
بش4 ۱۸۳۸۲۱ ۱4۱۵۱۱ 


چون در این نسبت‌ها» مخرج‌ها با هم برابرند» به‌دست می‌آید: 
ابا < ...2 |۱۱8۱ < 48,۱۱ 
همه رسم‌ها در این را‌حل؛ تنها خط‌های راست است و؛ بنابراین؛ توانستیم 


و ۳۳ 


باره‌حط راست رو را نها به‌یاری یک خط کش ؛ به ۲۲ بحش برابر تلسیم 

۸. اگر سه سکه داشته باشیم با یکبار استفاده از ترازو می‌توانیم سکه 
تقلبی را پیدا کنیم (دو سکه را با هم مقایسه می‌کنيم اگر وزنی برابر داشته 
باشند) .0 سوم تقلبی ۱ ار دو زره هم‌وزل نباشئل ) که 
سبک‌تر تقلبی است). اگر با چهار سکه سروکار داشته باشیم؛ در حالت کلی 
نمی‌توان سحه تقلبی را با یک بار استفاده از ترازو بیدا کرد. در این حالت 
می‌توان دو سکه را با هم مقایسه کرد که اگر وزنی برابر داشته باشند» ناچاریم 
دو سکه دیگر را با هم مقایسه کنیم (یعنی باید دو بار از ترازو استفاده کنیم). 
می‌توانستيم در آغاز دو سکه را در یک کفه و دو سکه دیگر را در کفه دیگر 
نراژو فرار دهیم و معلوم کنیم سکه تقلبی بین کدام دو سچه است! درسحه 
لازم می‌شود یکبار دیگر از ترازو» برای کشف سک تقلبی؛ استفاده کنیم. با 
همین روش می‌توان استدلال کرد که برای ۰۵ ۰۶ ۰۷ ۸ یا ٩‏ سکه. به بیشتر 
از دو بار استفاده از ترازو نیاز نداریم. به‌عنوان نمونه» برای ٩‏ سکه در آغاز 
حالت پیش می‌آید: ۱) ترازو در حالت تعادل قرار می‌گیرد» یعنی سک تقلبی 
در ۳ سکه باقی مانده است؛» و می‌توانیم با یک بار استفاده از ترازو آن را 
کشف کنیم. ۲) ترازو در تعادل نمی‌ایستد و یکی از گروه‌های سه‌سکه‌ای از 
دیگری سبک‌تر است» یعنی سک تقلبی را باید از بین این سه سکه جدا کرد. 

با همین روش می‌توان استدلال کرد» اگر تعداد سکه‌ها برابر ۰۱۰ ۰۱۱ 
۰ ۷ باشد؛ برای بیدا کردن سکه تقلبی در بین آن‌ها باید سه بار از 
ترازو استفاده کنیم. فرض کنید ۲۷ < 7 (تعداد سکه‌ها برابر "۳ است). 
اگر این ۲۷ سکه را به سه گروه و در هر گروه ٩‏ سکه تقسیم کنیم. می‌توانيم 
با یک بار استفاده از ترازو» مشخص کنیم سکه تقلبی در کدام گروه است و 


۳۳ 


سکه‌ای و یک بار استفاده از ترازو» معلوم کنیم» سکه تقلبی در کدام گروه 
است! سرانجام» باز هم با یک بار استفاده از ترازو سکه تقلبی را در بین 
این سه سکه پیدا کنیم. می‌بینیم؛ اگر تعداد سکه‌ها را 7 بگیریم» در حالت 
۲ <- ۰9 یک بار» برای ۳۲ <- 2 دو بار» برای ۳۲ < * سه بار استفاد؛ از 
ترازو را برای کشف سک تقلبی لازم داریم. درضمن برای ۴ < (۱ + ۳۱) 
با یک بار استفاده از ترازو یا برای ۱۰ <- (۱ + ۳۳) با دو بار استفاده از 
ترازو و برای ۲۸ < :(۱ + ۳۳) با سه بار استفاده از ترازو نمی‌توان سک 
تقلبی را (که سبک‌تر است) پیدا کرد. این وضع به ما تلفین می‌کند : حداکثر 
تعداد سکه‌هایی که می‌توان در نظر گرفت تا با :7 بار استفاده از ترازو سکهٌ 
تقلبی کشف شود برابر است با "۳. 

آیا ب‌واقع استنباط ما درست است؟ فرض کنیم با ۸ بار استفاده از ترازو 
بتوان سکهٌ تقلبی را بین ۳ سکه کشف کرد. ابت می‌کنيم: ۱) با ۱ + بار 
استفاده از ترازو می‌توان در بین ۳۳۲ سکه سکه تقلبی را جدا کرد و ۳) با 
بار استفاده از ترازو نمی‌توان سک تقلبی را در ۱ + ۳۳ سکه بیدا کرد. 

استدلال‌ها شبیه قبل است: ۱) ۳*۳۱ سکه را به سه گروه و در هر 
گروه *۲ سکه تقسیم می‌کنیم» زیرا 


۳۳۱ 


با یک بار استفاده از ترازو» می‌توان روشن کرد» سکه تقلبی بین کدام‌یک از 
این گروه‌هاست. گروهی که شامل سکه تقلبی است 3 ۳ سکه تشکیل شده 
است که برای کشف سک تقلبی در بین آن‌ها به :7 بار استفاده از ترازو (طبق 
فرض) نیاز داریم روی‌هم باید ۱ + 6 بار از ترازو استفاده کنیم تا سکه 
تقلبی را بین ۳۳*۱ سکه بیدا کنیم. استدلال مربوط به حکم ۲) را خودتان 
انجام دهید. 

به‌این ترتیب» اگر حداکثر تعداد سکه‌ها؛ برای استفادةٌ # بار از ترازو 


۳۲ 


برابر *۳ باشد» برای ۱ + 6 بار استفاده از ترازو می‌توانیم حداکثر ۳۶۳۱ 
سکه داشته باشیم. 

دیدیم» برای ۳۲ < * یک بار» برای ۳۲ < 7 دو بار و برای ۳۳  -<‏ 
سه بار استفاده از ترازو لازم بود. باتوجه به آن چه ابت کردیم (عبور از 
به ۱ + :)۰ نتیجه می‌شود» حداکثر تعداد سکه‌ها برای ۴ بار استفاده از 
لراژو برابر ۳۲ <- ۰ حداکثر تعذاد سکه‌ها برای ۵ بار استفاده از ترازز برانر 
تور < ۰1 ...۰ و سرانجام حداکثر تعداد سکه‌ها برای کشف سک تقلبی 
در 7 بار استفاده از ترازو برابر ۲۳ است. 

یادداشت. روشی را که در این مساله» برای حل به‌کار بردیم در 
ریاضیات روش استقرای ریاضی می‌نامند. روش استقرایی (و نه روش 
استقرای ریاضی) یعنی روش آزمایشی. به‌ویژه در دانش‌های تجربی از این 
روش استفاده می‌کنند. فیزیک‌دان یا زیست‌شناس به دلیل آزمایش‌های خود؛ 
قانونی را حدس می‌زند. اگر در آزمایش‌های بعدی حتا یک بار» حدس او تایید 
نشود» متوجه می‌شود که گمان او درست نبوده است. ولی اگر در آزمایش‌های 
فراوان بعدی» همه‌جا به همان نتیجه‌ای برسد که از آغاز گمان کرده بود» آن را 
به‌عنوان یک نظریه و حتا یک قانون می‌بذیرد. ولی در ریاضیات» حتا اگر در 
هزاران آزمایش» به یک نتیجه برسیم» نمی‌توان به‌درستی آن اطمینان داشت. 

عبارت ۱۷ + 7 + 7:۲ < ۸ را در نظر بگیرید. در جدول»حاصل این 
عبارت. به‌ازای عددهای طبیعی از ۱ تا ۱۵ داده شده است: 


باتوجه به اتحاد ۱۷ + (۱ - )+ ۱(۲-) < ۱۷ + ۰7۲-7 بافرض 


۳۳۳ 


دهیم. همان عددها برای ۸ به‌دست می‌آید (آزمایش کنید!). همه عددهایی 
که برای ۸ در این آزمایش‌ها به‌دست آمده‌اند (اگر عددهای درست از ۱۶- 
تا ۱۵ را در نظر بگیریم» روی‌هم ۳۲ آزمایش)» همه‌جا برای ۰۸ عددی اول 
به‌دست آمده است. آیا این یک قانون است؟ آیا حاصل عبارت ۰۸ به‌ازای 
هر عدد درست ۰7 عددی اول می‌شود؟ نه! روشن است که به‌ازای ۱۷ < 7 
یا ۱۷- < 7. حاصل عبارت ۸ بر ۱۷ بخش‌پذیر است: 


 -< ۱۷ : ۸ < ۱۷ + ۱۷ + ۱۷ < ۱۷/۱۷ + ۱ + ۱( -2- ۷۷ ۹ 
7: < -۱۷ : ۸ < )-۱۷(۲ - ۱۷ + ۱۷ << ۷۲ 


و بنابراین »؛ شددی اول سست. به‌جز این ) عبارت 
و + + او < ۸ 


به‌شرط 1۷ ع ‏ و ۷ ع ر» هميشه به‌ازای ۱ - م < #» مجذور کامل و 
عددی مرکب است : 


"م عم + (۱-ه) + (۱-م) < ۸ :۱و < ۲ 


در ریاضیات نمی‌توان با چند آزمایش (هرقدر تعداد آن‌ها زیاد باشد)» حکمی 
را نتیجه گرفت. 

پس چه باید کرد؟ به‌ویژه» وقتی با عددهای طبیعی سروکار داریم» برای 
اثبات حکم؛ باید از دو مرحله گذشت: 

۱) کوچکترین عدد طبیعی را پیدا کنیم که به‌ازای آن» حکم مساله درست 
است؟ ۲) فرض کنیم حکم مساله برای ۸ < 1 درست است و. با تکیه 
بر آن؛ ثابت کنیمء برای ۱ + / << ۲ هم درست است. در این‌صورت 
حکم مساله» برای هم عددهای طبیعی ۰7 که از کوچکترین عدد آزمایشی 
ما بزرگتر باشد» درست است. 


۳۳ 


مثال . قطر جندضلعی کوز را باره‌خط راستی می‌نامیم که دو راس 
فیرمجاور چندضلعی را به هم وصل کرده باشد. با اين تعریف؛ می‌خواهیم 
تعداد قطرهای یک «#ضلعی را بیدا کنیم . 

حل. برای حل مساله» در آغازء باید برای رابطهٌ تعداد قطرهای یک 
تعداد ضلع‌های یک 7ضلعی برابر است با ۳. سه‌ضلعی قطری ندارد» یعنی 
تعداد قطرهای آن برابر صفر است. پس رابطه مربوط به تعداد فطرهای 
ضلعی باید چنان باشد که به‌ازای ۳ << 7 برابر صفر شود یعنلی اگر تعداد 
قطرهای ضلعی را (7) بنامیمی باید داشته باشیم: » < (1)۳. به‌این 
ترتیب؛ در (7) عامل ۲ -- 7 وجود دارد؛ یعنی 


رام ۰ (۳ -) < (0)[ 


()ص را چگونه پیدا کنیم. چهارضلعی را در نظر می‌گيريم. چهارضلعی دو 
قطر دارد» پس (0) باید چنان باشد که (7)۴ برابر ۲ درآید. حالت‌های 


( > ۲۵-۲, (ها‎ - (۲-۲,  ۶0( - >)0-۳( 


در هر سه‌حالتی که در نظر گرفته‌ايم به‌دست می‌آید: ۲ < (۴)]. ولی 
کدام‌یک؟ و شاید هیچ‌کدام! 

پنج‌ضلعی دارای ۵ قطر است و این تنها در رابطة اخر از سه رابطه 
خی بجر 66 نت دق مد تن رز 
رابطه‌ای که برای تعیین تعداد قطرهای #ضلعی در جست‌وجوی آن هستیم؛ 
همین رابطه باشد: 


)( < >) -۳( (۱۱ 


۳۳ ۵ 


این رابطه به‌ازای 8 ۱ 4۳ ۱ بت 7 و ۸ حت 4۷ پاستخ درست مي دهد . اکنون 
برای اطمینان باید ثابت کنیم» اگر رابطةٌ (۱) برای ۸ < * درست باشد 
یعنی اگر ۱ 
0 (۳- 206 < (۶)۸ 
آن‌وقت؛ برای ۱ + عم < 7 هم درست است؛ یعنی با فرض درستی رابطه 
(۳) برای تعداد قطرهای یک #ضلعی؛ ثابت کنیم برای (۱ + /)ضلعی 
داریم : 
بر دج ۱ [ بلج ۱ 
(۷- )سس [۲ - (۱ + ۸)]س - (۱ + )۶ 


(در دو طرف برابری ‏ را به ۱ + تبدیل کردیم). 


شکل ۵۳ 


یک اضلعی در نظر می‌گيريم و یکی از ضلم‌های آن را می‌ناميم 
(شکل ۵۳). با انتخاب نقطهٌ 0 و وصل باره‌خط‌های راست ۸0۶ و 120 
#ضلعی به ۱ + اضلعی تبدیل می‌شود. در ۱ + #اضلعی؛ ۸1 (که در 
:ضلعی» ضلم بود) به‌صورت یکی از قطرها درمی‌آید. به‌جز آن باید قطرهایی 
را هم که از راس /) می‌گذرند به‌حساب آورد. از اين راس ۲ - ۸ قطر 
۱ + #ضلعی می‌گذرد (چرا؟). بابراین برای ۱ + #ضلعی» اين قطرها ر 
داریم : 


۳۳۶ 


۱) (۳-:) 5 قطر مربوط به #ضلعی (همة آنها قطرهای ۱ + :اضلعی 
هم هستند) ؛ 

۲ قطر ۸۸ (که در اضلعی ضلم بود) ؛ 

۳ ۲ - ۲ قطر تازه (که از راس () می‌گذرد). 

این بافرض (۳ - )> () ۶ بهدست می‌آید 


رت دای ِ )2 ۰ )+۱ +(۳ )2 - (1+۱)] 


حکم ابت شد. رابطهٌ تعیین تعداد قطرهای یک «"ضلعی جنین است : 


۱ ۱ ۱ 
)۱( د - (»/ + [2 -۶)۱ 

۳ ۷ [ رل ۱ 
اکنون فرض مي‌کنيم ]  <‏ - ۱ یا 1 - ۱ <- 5 و در رابطهٌ فرض قرار 
می دهلیم . 


«ِ (ب) +۶0 


که با تبدیل ‏ به 2 به‌دست می‌آید : 


۲ 

( ۳ بیج 
)۲( 3 اجب) ۶ +۲ 
سرانجام» فرض می‌کنيم ر ۱ « ها تست ۶:2 ک4. از این 
صورت 

 - ۱ ۱ 

و اب 

1 / / 


۳۳۷ 


و ۷ ۱ 1 
دز لبط فوی مت اد ب ۱ وج ۱ ع< مر فوان می‌دهيم و؛ سپس 


۳ - (2-)۶+(ج)؛ 


٩. ۱‏ ۱ ۱ 
اگر ۸ < (۰/)2 ۲ < (2 -۱) [ و 2 < )۶ بگيريم. از 
رابطه‌های (۱) و (۲) و (۳) به این دستگاه می‌رسیم : 
+ ۳ 
اج با 
- ۱ ح< 2 + بر 
بلس ات 3 تنل ۶ 
٩ص‏ ۳ 


اگر معادله سوم را از معادلة دوم این دستگاه کم کنیم؛ نتبجه می‌شود : 


۳ 
ات ار ی ۱ 
اب ۱ 


که اگر آن را با معادلة اول دستگاه جمع کنیم؛ مقدار 26 یعنی (2)] به‌دست 


می‌اید : 
۱ 4 کج - بو 1 


۳۱( ۳ ۲.۸)۱ - 2( 


۰ از روش برهان خلف استفاده می‌کنيم. فرض کنید با کنار هم 
کو جک به بزرگ» با شماره‌های از ۱ تا ۵ مشخص می‌کنیم. سه حالت ممکن 


اسست پیشن آیذ : 


۳۳۸ 


شکل ۵۲ شکل ۵۵ 


۱) مربع ۱ در یکی از گوشه‌های مستطیل قرار گرفته باشد (شکل ۵۴). 
در این صورت. باید مربع دیگری با ضلعی بزرگتر از ضلم مربع ۱ به آن 
چسبیده باشد. درنتیجه بخشی از مستطیل بیدا می‌شود (بخش هاشور خورده 
در شکل ۵۴) که در آن نمی‌توان مربعی بزرگتر از مربع ۱ قرار داد. 

1 مربع ۰۱ چسبیده به ضلم مستطیل قرار دارد (شکل ۵۵). در این 
صورت در دو طرف مربع ۱ و چسبیده به همان ضلع مستطیل» باید دو مربع 
بزرگتر واقم باشند. دوباره بخشی از مستطیل (بالای مربع ۱ و بین دو مربع 
کناری) پدید می‌آید که نمی‌توان آن را با مربعی بزرگتر از مربع ۱ پر کرد. 

۳) مربع ۰۱ جایی در میان مستطیل قرار دارد (شکل ۵۶). در این 
حالت؛ به‌ناچار باید با مربع ۲ مجاور باشد. زیرا هریک از ضلم‌های مربع ۱ 
باید با یکی از چهار مربع دیگر مجاور باشد و» درضمن؛ دو ضلم مربع ۱ 
نمی‌تواند مجاور ضلع یکی از چهار مربع باشد. 


۳۳۹ 


اگر مربع ۲ را طوری در نظر بگیریم که هیچ‌یک از ضلم‌های آن؛ منطبق 
بر ضلعی از مستطیل نباشد. آنوقت ضلعی از مربع ۲ که روبه‌روی ضلم 
چسبیده به مربع ۱ قرار دارد» باید چسبیده به یکی از سه مربع باقی‌مانده 
باشد» در حالی که مربع‌های ۱ زو ۵ دور مربع ۱ را گرفته‌اند و نمی‌توانند 
مجاور این ضلع مربع ۲ باشند. به‌این ترتیب» مربع ۲ باید در گوشه مستطیل 
و چسییده به دو ضلع آن باشد که» در این صورت. بین ضلعی از مربع ۱ 
و ضلع مستطیل» فضایی به‌وجود می‌آید که نمی‌توان آن را با مربع دیگری پر 
کرد (همهٌ آن‌ها» ضلعی بزرگتر از ضلع مرپع ۲ دارند؛ شکل ۵۶ را ببینید). 


اکنون فرض می‌کنیم» ضلع مربع ۲ چسبیده به ضلع مستطیل باشد (شکل 
۷ ) در این‌صورت» باید دو مربع دیگر از دو طرف به مربع ۲ چسبیده باشند 
و این دو مربع؛ نمی‌توانند هردو» مجاور مربع ۱ باشند» زیرا فاصلة بین آن‌ها؛ 
از طول ضلع مربع ۱ بیشتر است. 


همه حالت‌های ممکن را در نظر گرفتيم و همه‌جا به تناقض رسیدیم. 
یعنی فرض ما نادرست است و با پنج مربم دوبه‌دو متفاوت؛ نمی‌توان یک 


۱ محل زندگی دوستان فرهاد را» با نقطه‌های ۸ و 13 و ) و محل 
زندگی خود او را نقطهٌُ ۸۱ می‌گيريم (شکل ۵۸ ). اگر ۸۷ را وسط پاره‌خط 
راست ۰۸۱۸ ۸۳ را وسط باره‌خط راست ۰۸۲ ۸ را وسط پاره‌حط 
راست )۸۳ و غیره بگیریم» فرهاد روی خط شکسته ۰.۰ ۸۱۸۲۸۳۸۲ 
حرکت می‌کند. ثابت می‌کنيم؛ نقطه‌های ۰۸۸۱ ۸4۴ پل ...۰ ببم۸4۳ ... 


در یی امتد‌ادند. 


۳۳9 


شکل ۵۸ 


باره‌خط راست ۸۸۲۸۸۵ که وسط دو ضلم از مثلث ۸۱۸۸۴ را به هم 
پیوسته است» با ۸۱۸۸۲ موازی است و طولی برابر نصف طول باره‌خط راست 
۴ دارد. به همین ترتیب» در مثلث ۸۸۲۶۸۵ باره حط راست ۸۳۸/۸۶ 
موازی با ۸۲۸۵ است و طولی برای نصف طول آن دارد. سرانجام از مثلث 
۶ روشن می‌شود که بارهخط راست ۸۲۸۷ با ۸۳۸۶ موازی است 
و طولی برابر نصف طول آن دارد. مقايسة این نتیجه‌ها؛ نشان می‌دهد که دو 
پاره‌خط راست ۸۱۸۴ و ۸۴۸۸۷ روی یک خط راست قرار دارند و درضمن 
طول پارهحط راست ۰۸۲۸۷ 2 طول پار‌خط راست +۸۱۸ است. 

با روشی مشابه» می‌توان ثابت کرد که باره‌حط راست ۸۷۸۸۱۰ در امتداد 
۸۱ باره‌خط راست ۸۱۰/۸۱۳ در امتداد پاره‌حط راست ۸۸۷۸۱۰ قرار 
دنل ای غرة 

به این ترتیب» نقطه‌های ۰۸۸۱ ۸۸۴ بل ...۰ «بمش ...روی یک 
خط راست‌اند و درضمن. فاصله هر دو نقطه متوالی» فاصله دو نقطه 


۳۳۹ 


متوالی پیش از آن است؛ یعنی فاصلهٌ پین این نقطه‌ها» یک تصاعد هندسی 
۳ ۲ ۱ ۱ 

نزولی با فدرنسبتی برآبر 2 تشکیل می‌دهند. اکر حط راست .۷ گر 
ر محوری با مبداء نقطه ۰۱ در نظر بگيريم و طول باره خط راست ۳:۰ 
را واحد انتخاب کنیم: آن‌وقت مختص نقطه ۱بی۸ روف این محور ؛ تس 


۳ و 
( 2 مختص نقطه ۸۱ است). هر جه 1 نژ وکوی سود ) مقدار ۳ 3 با 
سرعتی زیاد» کوچکتر می‌شود و درنتیجه 


(در واقع» 2 مجموع همه جمله‌های تصاعد نزولی با جملٌ اول ۱ و قدرنسبت 
۱ 


- اسنت). 


۸ 
به‌این ترتیب؛ دوع حرکث فر هاد به گونه‌ای است که نقطه‌های ۸۲ ) 


۱ ۸ 
پر ج ما ۱یرس .۰ به‌سرعت به نقطهٌ ۷ (با مختص م" روی امتداد 
۸2۸4 نزدیک می‌شود. به‌همین ترتیب» می‌توان ثابت کرد نقطه‌های 


۱ ۳ ۰۴ 
به‌سرعت به نقطه‌ای مانند ۸۷ و نقطه‌های 
ی هار 


۳۳۲ 


به‌سرعت به نقطه‌ای مثل "1 نزدیک می‌شوند. اگر فرهاد» پارها و بارها» نوع 
حرکت خود را تکرار کند» بعد از اندک زمانی» در عمل» به حرکت روی 
محیط مثلث ۲ ۷/۷ می‌افتد. 

اکنون تلاش کنید؛ خودنان به این دو پرسش پاسخ دهید: 

۱ شبیه نقطهٌ ۰۸۷7 به‌یاری محاسبه» جای نقطه‌های 7۷ و را مشخص 
و مثلثك ۲ ۸1/۷ را روی شکل رسم کنید. 

۲ ثابت کنید. جای نقطه‌های ۰1۷۲ ۷ و ۳ به نقطهٌ ۸4۱ (منزل فرهاد؛ 
یعنی نقطهٌ آغاز حرکت) بستگی ندارد و تنها به‌جای نقطه‌های ۰۸ 7 و 0 
(منزل دوستان فرهاد) مربوط است. 

بررسی تابع 

۲ برای این‌که بدانيم خط راست نسبت به دایرهٌ مفروض چه وضعی 
دارد؛ باید فاصلهٌ مرکز دایره از خط راست را محاسبه کنیم. اگر این فاصله 
از شعاع دایره کوچکتر باشد. خط راست دایره را در دو نقطه قطع می‌کند؛ 
اگر اين فاصله برابر شعاع دایره باشد» خط راست بر دایره مماس است؛ 
و سرانجام اگر فاصله مرکز دایره از خط راست بزرگتر از طول شعاع دایره 
باشد» خط راست دایره را قطع نمی‌کند و در بیرون آن واقم است. 

مرکز دایرة ۳۶ < "ره + "۰2 مبداء مختصات و طول شعاع دایره برابر 
۴ افتنت: 


۱ فاصلهٌ مرکز دایره از خط راست ۰ < ۵ + ۲۷ - 27 جچنین است : 


۵ . ۵ ده ۲ مر 
تسد |۵2 


و چون ۶ > ۰/۵ بنابراین خط راست ه ۵ + ۲1 - 1 دایره را در دو 
اگر بخواهیم نقطه‌های بر خو رد این خط راست با دایره را به‌دست آوریم؛ 


۳۳۳ 


باید دستگاه شامل معادله‌های خحط راست و دایره را حل کنیم : 


۳۹۹ ۶ 
ق . و سم ۸ << 
بدا تا سل د ۲ ه << ۵ + ۲۷ - 1 
۷۵ ۷/۵ 
۲) خط راست ۰ - ۲۶ + ۱۲ - ۵7 دایره را در دو نقطه قطع می‌کند؛ 
۳( حط راست 4 تسد ۵ ۳1۷ - ۲ در نقطه رک رت ) بر دایره 
۴ خط راست ۱۷ << + 7 دایره را فطع نمی‌کند. 
۳ مماس بر دایره؛ در نقطه نماس بر شعاعی که از نقطه تماس 
می‌گذرد» عمود اتن که (۲-,7)۱ نقطهٌ تماس و (۰ ,6)۰) مرکز دایره اسست: ) 
بنابراین ضریب زاویه خط راستی که از مرکز دایره و نقطٌ تماس می‌گذرد چنین 


۳ 
۱ و .۳ بت لا 
و پا 
0 سب دسج 3 


ضریب زاویةٌ مماس» عکس قرینه اين مقدار و برابر است. از خط راست 
مماس؛ یک نقطه و ضریب زاویة آن در دست است و معادله آن به‌سادگی 
به‌دست می‌آید (۵ < ۲۷ -- :2 ). 

۲ کافی است بین معادله‌های دو دایره جمله‌های درجه دوم را حذف 
کنیم تا معادلهٌ وتر مشترک دو دایره به‌دست آید. 

پاسخ. ؟ اد زو ۲ 

یادداشت. جون در معادله دایره ضریب‌های ۳ و "7 برابرند؛ بین 
معادله‌های هر دو دایره‌ای» می‌توان ۲ و 7/۲ را حذف کرد. ولی این به‌معنای 
آن نیست که دو دایره یکدیگر را قطع می‌کنند و وتر مشترک دارند. مثلاً دو 
دایرة به معادله‌های ۱ < ۲ + ات و ه < ۸ + ۶ - ۲و + 21 یکدیگر 


۳۳۴ 


ر فطع نمی‌کنند» ولی با حذف "۶ و ۷۲ در بین معادله‌های آن‌ها به معادلة 


2 ۲ ۳3۳ ۳ ۱ ۱ 
۲ < ۷ می‌رسیم و روشن است که خط راست < < [ معادله وتر مشترک 


آن‌ها نیست. البته اگر بدانیم دو دایره یکدیگر را قطع می‌کنند» آنوقت با حذف 
فر و 7۲ بین معادله‌های آن‌ها؛ معادلهٌ حط راست وتر مشترک به‌دست می‌آید. 

بنابراین » باید آزمایش کرد آیا دو دایره یکدیگر را فطع می‌کنند يا نه؟ در 
مسالهٌ ما؛ یکی از دایره‌ها به مرکز مبداء مختصات دیگری به مرکز (۵ ,۵)ن 
است» یعنی فاصلهٌ بین دو مرکز برابر ۵۰/۲ می‌شود و ۵۱/۲ ازمجموع 
شعاع‌های دو دایره؛ یعنی ۱/۱۰ د ۱/۲۰ کوچکتر است و دو دایره یکدیگر 
را قطع می‌کنند. (نابرابری ۱/۱۰ + ۷/۲۰ > ۵۷/۲ را خودتان ثابت کنید). 
دو دایره یکدیگر را در نقطه‌های (۱ ,۸4)۲ و (۳ ,11/۱ فطع مر کنند. رازمایشن 
کت 

۳ پاسخ. ۰ < ۸ + + 2 

۴) پاسخ. » < ۵ - ۲۷ + 2. 

۵) سهمی  < -۳ ۲ + ۱۲ -- ٩‏ به راس (۷۲)۲,۳/ و سهمی 
7:7۱ - ( به راس (۱ ,ه)۷/ است (چرا؟) و معادلٌ خط راستی که از 
و ۸۷ می‌گذرد به‌سادگی به‌دست می‌اید (۱ + 2۶ < (). 

۳ راهنمایی. اگر دو خط راست با هم زاویه‌ای برابر ۵ بسازند» بین 
ضریب زاویه‌های دو خط راست (۲۲9۲۲۰) و زاویة ۰6 این بستگی وجود 
دارد : 

سس ۹۹ < ۵ 1811 

77 - ۱ 
(از نقطه‌ای واقم بر یک خط راست؛ دو خط راست می‌توان رسم کرد که با 
اولی زاویه‌ای برابر ۵ بسازند). 

پاسخ. ۱۷ + ۹2 < ۰۷ ۷۱ < ٩۹۷‏ + ۰۵2 ۶ - 1 - ۹2 
٩0 4+ ۱۱ < »‏ تب و 


۳۳۵ 


.۲ - لا‎ + ۹٩ < ۰ ۳2-۷ + ۱٩ < » پاسخ.‎ ۵ 

۶ پاسخ. مختصات سه راس مثلث (۳,۶-)۰۸ (۱,۱۰-) 1 و 
(۱۰ ,۵-)/) و مساحت مثلث ۸ واحد مربع است. 

۷ وفتی محور 0 محور تقارن سهمی باشد. معادلهٌ آن به‌صورت 
9+ "2ه < ن است (زیرا باید مقدار ۷ با تبدیل 2 به 2-- تغییر نکند). 
مختصانت: نقظه‌های ۸4و ظر دز مغادله شهمی ضنق م‌کنند که از آن‌جا 
مقدارهای ۵ و ۶ و درشیجه معادلة سهمی به‌صورت ۱ + 2 < ( به‌دست 
می‌آید. راس این سهمی در نقطهٌ (۱ ,)5 قرار دارد (چرا؟). برای بیدا کردن 


دو راس دیگر مثلث» معادله‌های سهمی و خط راست را با هم حل می‌کنيم : 


۱ 1ب ا ۸ آج ست ( 
۲ ار ؟ یت و 


۱ ۵ ۷ 5 < زا 


اگر 1۲۷ را قاعدهٌ مثلث و عمود وارد از 5 پر ۷۲/۷ را 57 (ارتفاع مثلث) 
بگیریم» داریم : 
۲ 2 577۱ و ۵۷۲ - ۷۷| 
درنتیجه »٩‏ مساحت مثلث برابر ۳۷/۲ * ۵۷/۲ + یا ۱۵ واحد مربع 
می‌شود. ۱ 
۸ پاسخ. ۱۱ < (7)۰ ٩‏ < 3 و 
۱+ ۵0 - ۲۵۲ < (0) و 
۲ + ۷۵+ ۲۵۲ < ۱۱ + (۳ +۵)۵- (۳+:۲)۸ < (0+۳) 
۹ !) روشن است که 5 ع «. برای پیدا کردن برد تابع آن را 
این‌طور می‌نویسیم : 
۳ < و ج ۳+ 2-۳(۲) < ۷ 


۳۳۶ 


۲ 1 6 7 (مخرج کسر نمی‌تواند برابر صفر باشد). داریم : 
۱ 


سا ۱۱۲ 7 ۳ ۷ 
( ۳ 7 نت 


۱ ۱ ۱ 1 ۱ 
و برای برد تابم داریم : 


> > 


اس | سس 


۳ ۰ > 7 یا ۴ < 7 (چرا؟). ۷ مقداری غیرمنفی است؛ ولی هر 
مقدار مثبتی را می‌تواند اختیار کند» زیرا 
جح اروا و۴ اس کون چت و۴ تحت رز 
و این معادلهٌ درجه دوم (نسبت به 7) به‌ازای هر مقدار مثبت ‏ دارای دو 
ریسه است؛ ژیرا مبین ان ۲ + ۱۶ همواره مشت است : لا . 
۴ ۳ > ۶ > ۳- (چرا؟) # امنفی است و از ٩/٩‏ یعنی ۳ نمی‌تواند 
پیشتر شود (چرا؟): ۳ > لا > ۰. 
۵) پاسخ. » < 2 و » < . 
۶ پاسخ. ۵ ح وم ۱- < /1. 
9 5 9 ۱ 
کنید). 
۸ پاسخ. ۵ و ۰(2 # ۰)۵ » عد (۰ 2 »). 
5 راهنمایی. عبارت ل را به‌این صورت تبدیل کنید : 
(2 "وی + 2 طلو)ه وی 2 آجزه ۳ - (2 آومی + 2 طله) < ۷ 


ً"آٍ ۳۳۹7 
دز 1 1 ح سح 
۴ 


۳۳۷ 


۱ ۱ 
پاسخ. 1 6 ۰2 ۱ > ل > <. 


تبدیل می‌کنيم : 


۱ + 2 وم ۶۰۳ جع د و وزو - ۱ 4 وه وم ۱۷/۳ + و وزو ع ‏ 
لا و۶ 1 7 609 + ۶۰۰ 609 2 51۳ 


09۶۰ 
۲518) 1۶۰۳ ۱ 


حداکثر مقدار سینوس برابر ۱ و حداقل آن برابر ۱- است. پس 


لا اب 


یادداشت. می‌توانستیم با استفاده از رابطه‌های 


- "وج؛ - ۱ ورج+ ۲ 

۲ 1 9 ۱ 
ی ی و ۳1 
هه + ۱ ۱ 


عبارت ‏ را به یک عبارت درجه دوم تبدیل کنیم. اگر هه < 1 بگیريم؛ 


وت رف ۳۱۸۲ نت۱۲ تست | ۲1 
۱ ۱ : ۱ ی 9 تست 
1 + ۱ ۳ 1 


اکنون برابری را نسبت به 1 منظم می‌کنيم» به این رابطه می‌رسیم : 
» ع< (۰/۳- ۱ - )+ ۲۸ - ۰/۳(۸۲-+ ۱ - وا) 


۳۳۸ 


برای این‌که این معادله درجه دوم ریشه‌های حقیقی داشته باشد باید مبین آن 
> ۲۱-۲ - و چد ه < (۱-۷/۴-)(0-۱+۷/۳)-۱ - ۵ 


برای اين‌که عبارت درجه دوم ۳ - ۲ - "/[ منفی باشد باید 7 بین دو ريشة 
آن قرار گیرد. درنتیجه 
و 

۰ ) نمودار سهمی ۶ +4 ۷+ 2۳ < لا و خط راست ۶+ 7 < 1 
را روی یک دستگاه محورهای مختصات رسم می‌کنيم (شکل ۵۹). این دو 
مودار در تقطههای (» ,۸4-۶ و (0,۶)ظ یکدیگر وا قطع می‌کند 

پاسخ. ۶- < »؛ ه < لا و ۰ < ۰5 2۶< لا. 


شکل ۵1 


۲ نقتهای ٩‏ بعد "رد آ و دایره‌ای است به مرکز مبداء مختصات و به 
شعاع برابر ۲؛ نمودار ۳ -- :۲2 -- ۲2۲  -<-‏ یک سهمی است به راس نقطه 


(۲۶-چ). این در نموذار یکدپگر را در جهار نقطه لب کل ز) ۳ )1 


۳۳۹ 


قطع می‌کنند که باتوجه به مختصات آن‌ها؛ جواب‌های تقریبی دستگاه به‌دست 
می‌آید. 
پاسخ. (۲۸۷ ,)۰ (۳-,ه) (۸ ۱۱-۲۸ /۰)۱ (۳ ۲,۲۸ ۲۸). 
(شکل ۰ را خودتان روی کاغذ شطرنجی و با انتخاب واحد بزرگ رسم 
و جواب‌ها را آزمایش کنید.) 
۳( راهنمایی. ۱+ "ن- < ( یک سهمی است که محور 1 محور 
تقارن آن است. ۱ + "رو < 7 یک سهمی است که محور تقارن آن و 


پاسخ . (۳۲ سب و ۸ /۱-)۰ (۱ و ۱۵ 


شکل ۶۱ شکل ۶۲ 


۱ ) نمودار تابع‌های |۲ - 2 < لا و ۳  <‏ را رسم می‌کنيم 
(شکل ۶۳) و مقدارهایی از 2 را انتخاب می‌کنيم که برای آن‌هاء نمودار 
۱ - | < ل زیر نمودار ۳ < ۷ قرار گرفته باشد یعنی ۵ > > ۱- 
یعنی مقدارهایی که بین طول‌های نقطه‌های برخورد ۸ و ۶ قرار دارند. 

۲( نمودار تاب‌های ٩‏ + ۲2 < ,ل و (۱ - | < ,ل را در یک 
دستگاه محورهای مختصات رسم مي‌کنيم. این دو نمودار در نقطهٌ ۸ به طول 
۲- -< 7 یکدیگر را قطم می‌کنند (شکل ۶۳). بنابر شرط مساله. باید 


و ۳۴ 


مقدارهایی از 2 را انتخاب کنیم که» برای آن‌ها» نمودار تابع ,7 بالای نمودار 
تابع ۷۳ وافع باس . روشن اسشت این‌ها متناظر با نقطه‌هایی هستند که در 
سمت راست نقطة ۸ قرار گرفته‌اند» یعنی ۲-- < ن3. 


مقدارهایی از 2 برفرار است که برای آن‌ها» نمودار ۲۱ + 2| <- ,۷ زیر نمودار 
مر نك ‌ را اه ۱ 
تابع > - ۱ < , واقع باشد. یعنی ۰7۸۸ > 2 > ۳-. 


۴ نابرابری را به‌صورت ۲ - 2| > |۳ + »| می‌نويسيم. باتوجه به 
شکل ۳ روشن اسست ؛ مقدارهایی از بل در معادله صدق می‌کنند. که برای 


۱ ٩ 


۳ 


0 ۷ بت ۴ 
ات 


- 


شکل ۶۵ 


۲ ۷ وونل ۱ < 7 معادلةٌ یک‌سهمی به راس (۱ ,ه) است که 
از آن» بخشی مورد نظر است که در سمت چپ 0 فرار دارد. سپس اگر 
7 < ل را پرای » 2 2 رسم کنیم و بخش‌هایی از نمودار را که زیر 
محور 07 واقع است به قرین خود نسبت به این محور تبدیل می‌کنيم؛ نمودار 
|6057 | < ( به‌دست می‌آید (شکل ۶۶). 


شکل ۶۶ 


۲ راهنمایی. سهمی ۳ - ۲2 + 2 < ل را رسم و سیس ) بخشی از 
نمودار را که زیر محور 77 است به قرینهٌ خود نسبت به محور 777 تبدیل 


کنید (شکل ۶۷). 


۳۲ 


وان آجو حد ۱ داریم 1 ع 7 و برای حقیقی بودن رادیکال 
دوم باید داشته باشیم: ۷ < (۲ + 2/. دو حالت در نظر می‌گیریم: الف) 
ه < ۲ + 7. در این صورت نامعادله چنین می‌شود: 
وت ۷ .از 
ب) » > ۲ + 2 در این صورت 


> 7 چت ۷- > ۲ + و جت ۷ <ح ۲ - و 


. ِ 1 ‌ » و ِ 
۲ ۰ > 7 نمی‌تواند باشد (اگر » > 2 آنوقت ۱- < حسم و زیر 


رادیکال منفی می‌شود). در حالت »۰ < 2 هم رادیکال از بین می‌رود (زیرا 
دک ار کی نج تسیا ایکا وید مه 


می‌زسیم. 
۳) 2-|»| پرای » < 2 برابر صفر و به‌ازای ۰ > 2 برابر ۲2 - می‌شود 
۲ 
۱ ۱ ۷ 
که مثبت اشتا: نعتی ۱/۱2 فميشه خقیقین. استه: کسر کب 
ات 7و 


به‌ازای هر 7 به‌جز 1۱ - 2 معنا دارد. 
پاسخ. ۱ عد 7 


۳۴۳ 


ب‌ ۱) ۱- 7 2 و ۲ 2 2 برای تعیین برد تابع برابری را نسبت به 
2 منظم می‌کنيم : 
۲ 
۰ < ۲ - ۱(2 + ن) - (۱(0۵-۲ + 5) 


این معادله درجه دوم وفتی ریشه‌های حقیقی دارد که مبین آن منقی نباسد : 


یا 


3 
۸ 1۱1 
٩۱ + ۲+۱ < ۳+ ۳ 8‏ ۸+ (۱<د) ع ۸ 
یعنی ۷ می‌تواند هر عدد حقیقی باشد: ۳ ع ۷. 
۲ 1 > . برای تعیین برد تابع می‌نویسیم : 


< 7 وم + 7 519 0۵ << 1 


/ 
ده سس + ع هه پسپس | ۲ د ۲ /+ - 


0 . ه ی سس لق ۳ 
پر از ۱ بزرگتر نیست (جرا؟) و می‌توان آن را برابر ۵ 605 گرفت. 


/ ۳ ۱ 
در این صو رت ود برابر 5111 هی سود (جرا؟) و داریم : 


(م+ه)هزه ۵۲ + ۷/۵۲ > (ه هه ۵ دبیم ومع 2 جزع) ۵۲ + ۲ج 
چون ۱ > (۵ + )510 > ۰-۱ بنابراین 
اک ها 8ب 
ها . 
۳ پاسخ. 6 2 و س > لا > ۱-. 
۴ برای تعیین دامنه» باید داشته باشیم : 
ج< ۱ و |2| ج< » و ۱ - 2 
([۱-,۱) - 8 6 »)1۱ عو 7 چ 


۳۳۴ 


برای برد» در حالت » > 7 و ۱- 7۶ 7 داریم 


۱ -د ۲ ۱ 4 ۳ 
۱- - دیع آ] 
۹ ی 8 | ست زد سب 


۱ 
برای » 2 2 و ۱ ۶و 7 داریم ( 


ا ۷ ۳ ۱ 
می‌کنيم ؛ به‌دست می‌آید : ی 1 ولی طبق شرط این حالت 
مقدار 1 باید مثبت باشد : 


(برد ایع) ۱ < لو ویا ۱- > و چم < 12 ۷۱ 


۷ 
۵) پاسخ. ۲ ع 2 و ه < . 
۴ 1 ۶ . مقدار لا برای هر عدد حقیقی ۰2 مشت است. بنابراین 
برابری مفروض هم‌ارز است با 


برابری را نسبت به 7 منظم می‌کنيم : 
- (۸ -- ۴) د ۴ + "۱۳2 مه ۷( 


برای این‌که این معادله درجه دوم ریشه‌های حقیقی داشته باسد» باید مبین آن 


م < ۴- ۱۲۷+ 2-۴ (۸- ۴-۲-۱۴۳۲ - ۸ 


ی سمل 


که از آن یهد ستا می‌اید : 


۳۳۵ 


۷/۵ - ۱ ۷/۵ + ۱ 


پاسخ. 5 ع 1 ۲ > ۷ > سس زبیشترین مقدار ‏ 
به‌ازای ۰/۵ - ۱ < 7 و کمترین مقدار آن به‌ازای ۷/۵ + ۱ 1 به‌دست 
می‌آید.) 

۵. توجه کنیم» وقتی ((2)) يا 0 معلوم باشد» در حالت کلی 
ممکن است چند جواب برای (2)] به‌دست آید. مثلاً اگر « - ((۶)2) 
آن‌وقت ممکن است 7 < (5)/ یا <- (2) باشد. درضمن راه حل 
کلی هم برای مساله وجود ندارد. ولی اگر (2)/ یک چندجمله‌ای از درجهة 
7 باشد» 0۴ یک جندجمله‌ای از درجهٌ 77 خواهد بود. 


۱( (1)2 باید درجه اول و به‌صورت 1 2 < ۱2 باشد. در این 
صورت 
+ وه + هه 9 +( 4 هه)ه ع ((1))2 
و باید داشته باشیم: 


۳ 
ی 


بیس 
| 7 


سب حد 6 
۱ حه و ۱- < 6 + 6 


مساله دو جواب دارد: ۷ - ۲ < (۲)2 یا ۲۱ + ۲2- <- (2)/. 
۲ (2)/ از درجه دوم و به‌صورت 6 + 02 + 02۲ است. در این 
مبورت 
ی + (۵ + 92 + هع)۵ + "(م + هه + مه ع ((1)۳)2 
+ آوع۲۵ + 9 + آوهوع۲ + "2 آه)ه - 
ح< م +دعو + و۵ + آووه + ( ۵ + ۲۵62+ 
+ آو(وه +۲۵۲6 + کوم) + ۲۵۳92 + "تم - 
(ه +94 + آهه) + 2( 9 +۲۵۵)+ 


۳۳۶ 


از این‌جا باتوجه به فرض؛ به این بنج معادله (برای سه مجهول ۰6 ۵ و ع) 
می‌رسیم . 
,۸ < اه ۲۵6٩+‏ + 9 ,۴- -< ۲۵9 ,۱ آه 
 <-۶‏ دود عم ۸- - 9 +۲۷4 


از سه معادلة اول به‌دست می‌آید : ۱ بت ۶ آسته هه زاون ۲ و 
درضمن همین مقدارها در معادله‌های چهارم و پنجم هم صدق می‌کنند. از 
این جا روشن می‌سود که هر عبارت در سحه چهارم دلخواه ۴ نمی توان به‌عنو ان 
((2))/ انتخاب کرد. 

پاسخ. ۳ + ۲2 - 2 < (2)/. 

۶ ۱ ثانت می‌کنيم 0 دورهة تناوب این تابم است؛ یعنی ثابت 
می‌کنيم (2)] < (۲۵ + 1)2. 

۱ ۱ شب ۲ 

باتوجه به فرض روشن است که > 2 (6.+ 2 اگر ب را بهسمت 


نهدست می‌آید : 

۱ ۵ ۱ 
- [(2)/] - (1)2 < ( +۲ - [(ه + ع)ز| 
از طرف دیگر داریم : 


"((» + ع)۶] - (ه + ع) 


۲) + ۲۵( - + ۲ 


که باتوجه به رابطه (۱) نتیجه می‌شود: 


۳۷ 


۱ ۱ 
(از شرط ۳ < (2) استفاده کردیم). به اين ترتیب (۲۵ + عع) با 
(1)2 برابر سیگ ورن تأبع متناوب اشتنی ۴ دوره تناوبی برابر ۳0 دارد. 
۷ . باید ثابت کنیم (۵)- < (:2-) ل. داریم : 


])-2( < ۱08, )-« + ۰۷/2۲ + ۱( < 

۱ )/ ۲ + ۱(۲ - ۲ ۱ 
< ۱08, سس 1086 < سس‎ 
5 ۳ + ٩/2۲ 4 ۸ ۴ 1 + ٩۷ 7۲ 0 


(۶)2- - (۱ + ۰۷/2۲ + 108,)2 - < (۱ + ۷/۲ + 2) ,۱-108 ,108 
مبداء مختصات مرکز تقارن نمودار این تابع افتنجة؛ 


۸ برای نقطه‌های برخورد نمودارها؛ باید معادله‌های آن‌ها را در یک 
دستگاه فرار داد : 


۲ ۰۲ 7127 _ 
(- 47 ۲ + 702 ۷ 
الیو .۰ اس " ی 
۱ + نل 


که بعد از عمل‌های ساده» به این معادله درجه دوم هی رسد : 
)۱( م - ۱ + و 1 ۴ 4 ۱(2۲ - ۲0 


ریشه‌های این معادله. طول‌های نشطه‌های بر خورد نمودارها فتتد. وین ان 
معادله همیشه ریشه‌های حقیقی ندارد و شرط وجود ریشه‌های حقیقی» منفی 


نبودن مبین آن است: 
۷۵ > ۷ > ۷/۵ ج ه < ۵-۲ ع< (۱- ۲۲) - ۴ < ۸ 


به‌این ترتیب : با شرط ۷/۵ > 7۰ > ۵/- نمودارها در دو نقطه یکدیگر 
را قطع می‌کنند؛ در حالت‌های ۱/۵- < 7۰ و ۷/۵ < 7 دو نمودار بر هم 


۳۳۸ 


مماس‌اند و؛ سرانجام در حالت‌های ۵/- > 7۰ و ۰/۵ < 7۰ دو نمودار 
یکدیگر را قطم نمی‌کنند. 

اگر ریشه‌های معادله درجه دوم (۱) را 7 و "27 بنامیم» وفتی 3 و "2 
عددهایی حفیقی باشند» معرف طول‌های نقطه‌های برخورد دو نمودارند. 1 
را وسط این دو نقطه می‌گيريم؛ داریم : 


۲ و 
2 نقطه ۷/ 3 ست. << ۱ .۳ 
طول ۱ تب 17 ۲ 


برای بیدا کردن عرض نقطه 1۷ یکی از معادله‌های دو نمودار را انتخاب 
می‌کنيم ) با قرار دادن 1 و 2 در آن؛ عرض‌های نقطه‌های بر خو رد دو نمودار 
به‌دست می‌آید ؛ آن‌وقت عر ضص نقطه وسط آن را بیدا می‌کنيم : 


772 ۲ ۳۵ ۲ 


0 ۳ عت یچ‎ ٩ 
1" ۲ 5 
ود و۷‎ - ۲0 - ۲()۵ + 2" ( - ۲ 5 7 (۲ 
الاو )و۲‎ . ۲8۵٩ ۲( 


- <7 ۲7 نمی‌تواند باشد؛ زیرا به‌ازای ۳-- << ۰7 یکی از نمودارها 
به‌صورت خط راست ۱- <- [ درمی‌آید که با نمودار دوم تنها یک نقطه 
برخورد دارد. بتابراین با شرط ۲-- عه 17 


ا 0 ۱ -۲()۵ +ه) ‏ ۲ ۵+ ۱ 


برض نقطه از : سح تم نت 
ی ۲ (۲ + )۲ (۲ + )۲ 


ح زا 


بای تراشب ۰ ( - 70 :۳ 
بل 2 ۳ و 


معادله مکان ۷ باید بارامتر 7۰ را بین 7 و ل آن حذف کرد که؛ درنتیجه؛ 


۳۴۹ 


آیا تمامی نمودار تابع با ضابطهٌ ۱- < :2 جزو مکان هندسی نقطه 
/ است؟ پیش از اين دیدیم که 


1- # 7 و ۷۵ > ۷۰ > ۷۵- 
۰ 1 ۱ ی ٩‏ ۱ 
پیدا می‌کنيم؛ به‌دست می‌آید : 


۲ -- "۲ 
۳ 


تن 


بنابراین» باید داشته باشیم: 


۲ -- ۲ ۲ - ۲ 
۲- عت ۳ و سسکا قوس 


نابرابری‌های اول را می‌توان این‌طور نوشت : 


پ ۲ ۷/۵ ۱ -- ۵ 
که از آل‌جا به‌دست می‌اید لاب > و با ۳ مر یی 3 


۳۹ نت هم به‌دست می‌آید ئ ‌ 7 از معادله‌های نمودارهای 
اصلی هم به شرط‌های 1-۱ ع< 7 می‌رسيم. بنابراین معادلة مکان این‌طور 


بیان می‌شود : 


2 

سب 
و 
ج 
بب" 

۱ 


حد و پیوستگی 


۳ 
۹ پاسخ‌ها: ۱) + ۲) ۱؛ ۳) ۰: ۴) مع+؛ ۵) م ۶) ممد؛ 


۳ 7 چر (۳()28-۳+ 2) 


تفت رم مه (۳ سس و )7و مه لامج 
5 لاصت ری سل ۲ وت ات حد (۸ 
۱ + 2 - ۱()2:۲ د و ) 1ب ۳ بل | سس بت و 
۲ - ۲ 


۲+ ۳()۲(۷/۳۵-ه) یر "ه ٩-‏ 


سسسسسسب فد [ 
(۳ - :)۳ ۲ج بو ۳- ۰/۳ ۳+ 
۳ (۳ + ۳():/۳۲ + ») - 
۱ ۳ وس 
1 تشن :۳ نیت ۶ 
زه سس ین ند جد ۲۰ 
| ل و ۱ب ۱۱ "2) + (۱ - یو ات ۱ب بو 
۱ ۱ ۲۳ - (۴ + :2) 
و سس شم ال که از تل. ۳۷ 
۳ ۲ سل ۴ 4 زب بت (۲ + ۴ + )یو هم ۳ 


2 ار ۱۳ تم ال حد (۱۲ 
۲ + 2۲ + 2 +4 ۴ ۱()۷ + 27 ) یج ۱ 
(۱ + )2 ۳۹ 


ت_ (۲ + ۲ + 2 + ۱()۱/۴ 4 7 ) ۱ هت و 
۱ 17 
-_ تست 
۳ ۲ سا ود ۳۴ اتود 
۱ 


(2 < ۱) - (2 + ۱) حد (۱۳ 


تا شا ۱ ۱۳ 
(2 - ۱/۱ + ن ۱ج «مت را 


8تسا بو ۱۷ 
(27 - ۲ + ۱/۷ + آو + و +۲()۷/۱ - هه , ۲+ ۲ب بو 
سس ۱ سفق مس ۲ ٩ب‏ 
۲۵۰۲+ ۰۷۷+ ۲ +4 +۲()۷/۱ - و)ن امه 
پیات سس ند 
(۲۵-۰۲ ۰۷۷+ ۲ +4 +۲()۷۱4 - )2 امه 


تباب تسس تفن بت 
۲ 2۲۲۲5:۷7۳۲ اد 


۳ 


۵) گویا کردن صورت کسر؛ به شکلی که مفروض است کم و بیش 
طولانی است» حتا وقتی تعداد جمله‌های گنگ بیشتر باشد» عمل گویا کردن» 
ناممکن می‌شود. به‌همین مناسبت بهتر است کسر را به مجموع چند کسر 


مبهم (به‌صورت ( تبدیل و سپس حد مجموع را پیدا کنیم : 


4۱-۲ + ۳۷/۲۵۲ ۲-۲+ + ۷2۲) ی 
٩-۲‏ ۲۳2 - و ۲ 1 ان ۱ بو | +27 

0 +( -2) بر 

(#+ ۱ + + ۲/۲ - )(۱ مب 5 ] ۳۱ 

۳" ۳)2: - ۱()۲۵ + ۳( 


(۲۳۲ ۲۲ ۷()۷/۲2۲ - )(۱ - جو) امه 


رک ساب 
(۲ ۱4+ 2 + ۲ /۲()۷ - )ات 
(۳ + ۳)۲2 


رل 


4۱4۲+ ۲()۷/۲۵۲ - و) ات 


۳۵ 


۱- 2 + 
2۳7 د وگ 4 79 + ۱) (ج 0 
ید ۱ (۱۶ 
7 ۳ 
1 سب 
از هل +« 
او (۷ - )70 

(ه و و) ۳ + ...241 : 4 7 < 


و پنابراین 70 < لا حد. . 


۵ ها . وقتی با حالت مبهم 60 - 00 در عبارت‌های گنگ سروکار داريم 


به‌ویژه اگر با رادیکال‌هایی روبه‌رو هستیم که فرجهٌ زوج دارند؛ توجه به دو 


نکته می‌تواند جلو اشتباه‌های احتمالی را بگیرد : 


۱) حالت 00+ ب- 2 را از حالت 00- ب- 7 جدا کنید و در هر 


۲) به‌یاد داشته باشید که |2| -< ۷/2۲ يا |« 


۰/۲ در ضمن برای 


ب < 2 داریم 2 < || و برای » > 2 داریم 2- < |27]. 


(3 ۲+ ۸۵۰+ ۳( (7 + ۲۲ +۳( 


۳ ۲ ۴۳۵۲ + ۰/۲ د تن او دس ۳ 


(جون 7 مقداری بود (مم + سب 3( توانستیم ۱۷ 


جد رو حد ‏ (۱ 


را با [7| در صورت 


۳۰۳ 


و مخرج حذف کنیم). 
وقتی 00- ب 7 آغاز عمل‌ها با حالت قبل تفاوتی ندارد» ولی چون 


7 مقداری منفی است؛ || برابر 2- می‌شود و به‌دست می‌آید : 


۲- <ن حد 
0ج - جب ۲ 
17 ۱ ۱ 


۱ چ رل ۱ 
۱ 3 


۷ ۷۳ 
ود <- سحب و 00- < 
ات زو *۱جستو وت زو موه 


۳( وفتی ) ح سس رل با ابهامی و جود ندارد » زیرا رادیکال و [2-) هردو 


+ (ه - ۳5 ۰/2۲) حد 


0 سب 7 
ولی وقتی 00+ +- 2 به‌صورت مبهم 00 -- ۵0 درمی‌آید : 


ا - (۳۵۰ + وه 
ُ- م۳ ِ_ / ۵0 جس‌ل نج سا چس بر 


۳ ۳ 
تسس نان 


۳ ۳ ون 1 ب بل 
1 بات سل ۱ 
با 


(2-2) -(۱+ 9 + 2) حد مر حد ۳ 


تن یت ۲ 1 ۱ 1 ۱ 0( ی 


۳۵ 


در حالی ۵ تب لا عبارت به صو رت 


وفتی 00+ «- 3 برابر صفر می‌شود. 
۲ 
۶ باس چ. 


ِ_ (۴ + ۲()2 - 2) اه 


2 - « < ( درمی‌آید که باز هم 


۳۵ ۵ 


7 حد - / 
| 1 7۷ سد "2 ارو نج جس بو زمیج س- وس جن 
۲ لا ۲ 


سس سس حل. سس 
(۱ - ۲ - ۷۵۴ ۱4+ آیو د آیو/) مهطدمته 
۱ 
(۱ - و - ۰۷۲+ ۱+ 2۳ + ۴ /) 


۳ 


جح لا مج دب بو 


۱ پاسخ. 0- < ر: حد نت 


۳ راهنمایی. برای گویا کردن صورت کسر از این اتحاد استفاده 
کش 


- مد(" + وه + وم دوه + ۳ع)( -ه) 


۴ 
۵۱ کسر را ۷ می‌ناميم و به این صورت می‌نویسیم : 
۱ - 2 ۱ -- و ۱ -- ۳ | - بز 
اد ۱ ۱ ۷ 

در مخرج ۱ - 7 عامل (چرا؟). در صورت کسر» ۱ - 7 عامل ۱ - 2 
وجود دارد. 

جون حد حاصل‌ضرب؛ برابر است با حاصل‌ضرب حدها؛ حد هر کسر 
را به‌طور جداگانه پیدا می‌کنيم. در همه کسرها؛ از این اتحاد استفاده می‌کنيم : 


ک- نا + وم مب ۱4۵۳ ۳ه)(9-) 
توجه کنید؛ در سمت چپ انحاد در درون برانتز دوم ) 7 جمله وجود دارد. 


۳ (۱ + ۱()۰/2 - 2 ) ۱ - ۲ 
۲ -- ۱۱ ۰ مت سس تنل دنت 
۱ تیلس ‏ او ۱ - 7 سا 
70 ۷۰۷۵۱( -2] بر _ 8-۱ 
۱ ۱ - ۳ 
و (۱ ت+ ه( 2 ( 2 یر ۱ - 3 


جلب 
۱ بت بل 


سحلی 


۸ امس اس و ای 
, ( ات سوق نا ۱ بو ]۱ ینیع ) 
5 1 او اس و اب 


و بنابراین 
اور و ۲ , , ۱ ۴ < ۳ »د ۲ < ره حد 


«+ ۱ 


۵۲ ۱)درنقطه ه < ب2؛ مهم ح< حد و + << رز حد 


0 ببس بل ۳ ۵ بب عن 
۲) در نقطهً ۲- - ن؛ مود < ره حل و مود < ره حل 
۳ و3 ۲ س چب ۳ 


۳) در نقطه‌های ۲ < ت و ۵ < ۶ و 


وت دا و ال ۳ 
۲ چب ۳ 


چم 


+۵0 مج لا چب کل 


۱ ۱ 
ر ۳ مستت ستتت.  .‏ رت حل پیت بت حجل س‌ وتیل ؛ ۳ 
۴( ‌ یت ۲ ۷ ژ ۷ 4 (توجه وی 


ای ۲ 
۱ آن‌وقت (۱ - 2)- < (۱ - ت|). 


۵( در نقطه ه سس 7ناییوسته‌است‌و ۱ب ح< حد مب ۱ 1 حل 


۶ دنه > هه +( > (ق حف ‏ ۱- - (2) پ 


هریک از رادیکال‌ها را ساده می‌کنيم (با شرط 1-۱ ع< 7 517 و 
اد و و وزت): 


7 + ۱ ۷ *(2 وم 1 ۱ 2 09 1 ۱ 


٩19۲ 2 5 له‎ 2 ۱ 


۳ "(2 وم + ۱) | 


۱ - 3 ۱ - 6057 7 


۱ 05 7 ۱ -- 09 7 


۱ 2 ۹18 2 وم + ۱ 


7 10 -- [ 511 -- ۱ 91۳ - ۱ 7 1 +4 ۱ 
2 05| 7 رو 41 ۱ 7 |27 ۱609 ۱ 


توجه کنید: 7 917 +4 ۱ و 0092 + ۰۱ مقدارهایی نامنفی هستند و بنابراین 


وم + ۱ < 2(۲ 09 + ۱/۱ ,2 هه 4 ۱ < 2(۲ 19و 1 ۱) 


۳۵۸ 


به‌اين ترتیب» ‏ به‌این صورت درمی‌آید : 
۱ 51 4 ۱ ۶۱ 08 - ۱[ ۲ 09 4 ۱ / 
سس ۱[ و نز تن ار 
2 05| اوومی | ۱ / ات صله | 2 910 
2 ۴ و6۵ 2 ۳۴10 .۰ ۲ ۲۹1۸ .۰ 6082 ۲ 


37۱ 


۶۱ لو 2 صژه مه صزه | 5 جوم | او وا 


اگر ه» < ۲2۵ 510 یعنی وقتی انتهای کمان # در ربع اول یا سوم دایره 
مثلثائی باشد ۴  <‏ و وقتی ۰ > ۲۶ 918 آن‌وقت ۴- < زا: 


(چ3 +۱۲ > ۰ > ۱۳ +۸ یا؟ +۲ > > ۱۲ ۴ 


۱ +۲۸ > ع > چ +جطیا م(۸+۱) >« > ( +۲۲ ن 


1 در نقطه‌های ۰ پ 7۲ دنر ۲ .... يا به‌طور کلی در نقطه‌های 
7+ - 2 ناپیوسته است. برای حد چپ و حد راست تابع در اين نقطه‌ها؛ 


به‌عنو ان مثال 


۱ وب و چب ۳ 
۳۴ و ۵ 7۵ ۰ 
ج چسبو مد چس و 


۸ ل به‌ازای ۱- < 2 برابر ۲- و درضمن 


و تست 


سم وه ۳ 
در نقطهٌ ۱- < ۰2 مقدار تابع با حد چپ آن در اين نقطه برابر؛ ولی با حد 
راست ان تایرایر است. تابع در نقَّطه ۱- <- 7 ناییوسته است. 

۹( تابع در نقطه » <- .2 ناییوسته است؛ ژیرا برای ه عد »7 داریم 
۳ << ۷ و 


۱ 7۲ وم 7۲ 51 ۲ 
۱ اوآ سیر امس 


۳ ۵ 


7 1 811 ۲ 
۲ < تسب ی 
او وزه ۱/۲۱ +وج 4ه ج زو 
در نقطهٌ » < 7 مقدار تابع با حد راست آن در اين نقطه برابر است» ولی 
با حد چپ آن برابر نیست. تابع در همه نقطه‌های ۸۲ << :2 ( ع | و 


ِ ) هم ناییوسته اسشت؛ زیرا در این نقطه‌ها ) مقداری برای تابم بیدا 


ی ۱ : ۳ ۱ 
و( باید نایبت تنیم برای هر 1 همست دلخواه مثله ۳ سور 3 


می‌توان شماره‌ای برای جمله‌های دنباله (۷/) پیدا کرد که از آن به‌بعد» یعنی 
برای هر ۷ < 7 داشته پاشیم : 


۲ 1 ۳ ۳ ۱ 
۲۲ 4 ۱ 


ست لد یی لا سس تسد لش سر هن 
۳9۳۷[ سس بتابراین باید داشته باشیم 


۱ ۹ ۱ ب‌ ۱ 0 ۲ 
و ۰ ۲ | د ۲ ۱ ۱۵ ۱ 1 ۲۲ 


که از آن نتیجه می‌شود ۲۰۰۰ < ۱ + (۲ و ۱۰۰۰ < 7۷. جمله‌های 
دنبالی با اغاز از حمله هزارم) همگی اختلافی کمتر از سب با قلخ ۱ 
دارند. 


اه 
5 جر (جسن) جد 


11 
تب » ۲ ٍ- 1 
رز ۷ 


و ۳ 


۵۵ برای رفم ابهام در تابم مثلئاتی » باید از این دستور استفاده کنیم 
(مگر اين‌که؛ به‌حودی خود ساده شود) : 


تن 
6 مت خل 
را وب 7و 


۱ 7 19 ۳ ۲2۸7 
۰ سب بت سح سب سحل (۱ 
1 ۱ 
009 / بت ...وج 


وم 2 ۲1 2-۰ ۰ ۲۲ زو »بت 
2-1 ۱ 

۳ ۳:۵1 ما۳ 

وس و 

۲ ۲ دمم ۲ » چب بل 


در ۲ ی 
۳ ۳۹۱۳ مب ۳ ز[ ۳ ۳3 ٩11‏ 
ی 0 حل (۲ 


(۱ - )۲ - (۱ ۲ وو) ۳۹ ات و حد (۳ 
۳ 17 
(۱ - )۲ - (۱ - :2 ) هو ۷ نت و 
(۱(۲)۵۱ به مج( ۳2 ۱()8-ت] مر _ 
(۱ حقاا ها کل ار بت تت 
٩‏ ۱۹۸ یر 
م4۸ ۳ ند خر (اج افه 


سس 
سس 


۲ 2 < 7 - 7 می‌گيريم ای و۳۲ با: کزضتی واالی 
7 به‌سمت 7 میل کند» 2 به‌سمت صفر میل می‌کند : 


٩117 ۳7۲ - 2(‏ ۳2 91۳ 
۱ مماقر. بت 


8 چب جر ۳ 51۳ ۲ب بو 


٩19 ۲) - 2( 


۳۶ 


٩13 )۳7۲ - ۳2( / ۸ ۳‏ 
۲ 2 91۳7 بسی (۲2 - ۲۲ )وه »مه 
(تمرین ۲ از مسالة ۵۵ را ببینید)؛ 

۵) توجه کنید: وقتی در صورت مساله گفته شده؛ ۵ به‌سمت ۵ میل 
مي‌کند؛ به‌معنای آن است که ۵ متغیر و 6 ثابت است. بنابراین باید حد را 
برحسب 6۵ (مقدار ثابت) به‌دست آورد. برای گویا کردن صورت و مخرج» از 
این اتیجاد استفاده می‌کنيم : 


(7۷ ع م) ,۶ - و ع (۱ و + ...+ 2 + ه)(ن - 2) 
۸ ۷-۶ حد 


۳ ز] سس 


سس تا 


اش ر 0 0۱( - 


5 (۱- 0 "ِ ۳۹ ۳ س ٩/‏ ات 0۳2۲ ۷ )0 ی 
٩/ 07-۱‏ ۳ 


۳ 
۶ کسر را ۷ می‌نامیم و بافرض ۲۲ ع< 2 آن را ساده می‌کنيم : 
نز 25 ِ 
۳ ۲ 9 فك 27 1۳ + ( 60972 - ۱) 


بکسبیس بیس یبسن سسس+___-< از 
7 وم و صزو ۲ د 2 ۲ زو ۲ ۵ 10و + (۲2 605 - ۱) 


اف 7 ف بت 05 لد « 511 | -- ٩1[[[‏ 
۲ 058 1 ۲ 4113 1 ۲ 7 


رو 5 9 ۴ 
(2 وم + ۲ 0ص ۵ 60892 1 7 مگ 5 10 ۲ 


۷ اکر کسر را 7 بناميم داریم: 


(5 ۰09 ۳ - 2 و6۵ ۴) - 2 و60 


۲ 
۷ 


۲ ۲۳ ۱ 
٩1۳ ۱‏ (2 "و6۵ - )6۵097 ۴ 
۳ 006 ۲۴ تست مسب 


۲ 5 
ض ۳ 


سس 
۴۰ 


پاسخ. ۳ < ۷ حل * 


۸( راهنمایی. :۲2 ۲217 را برحسب 1 21 بنویسید و 3 بسد ۳ 21 


را باز کنید. 
نش ۲ | وا سس سل 
پاش ب بت | 


۴ 


0 ؟ : ۱ «د فرهن کنید. در این صورت ۱ + ۲ < 7 و وفتی ۲ 
به‌سمت ۱ میل کند» / به‌سمت صفر میل می‌کند و داریم : 


1 ۳ 
۲۱۱ ی 0 ۰ 1- | حد <- سس وروا ( - ۱ حد 


8 است ۲ ۳۲ ا چ 


۰) بعد از گویا کردن صورت کسرء از اتحاد ج "زو ۲ < ,0۵ 608 - ۱ 


ول 


استفاده می‌کنيم. اگر کسر را ۷ بنامیم ) داریم : 


۷1۳ . 
- 17و ۱ 
۷ ۱ 67 -- | 


۲ 


1 


2 
- 511 
3 
۲ 
۶ بل 
۴ ۲ ۱ 
7 ۲ ۱/2۱ 7 ۱ 
7 مس 18و 
۲ 
ات 
۲ 
۳ 
۳ 
[5 
1 ۱ 
, 
1 ۴ 
9 5 دا 
سس 113 
1 


حون حد / بت سینوس یک کمان بر حود کمان ؛ وفتی عمان بهسمت صفر 
میل کند؛ برابر است با ۱؛ یعنی 


, 
511 
۲ ۲ 
وت 
۲ ی 


تست 
ی 6 نک "ل تل ۲ 
۲ 1 


۳۶۴ 


۲ 


سل 
سا یتیب تال 
3 7 لا ۱ »مت مه 
. با ۳ 
۳۱ عبارت را # می‌ناميم» سپس دو طرف را در چب 510 ۲۳ ضرب 


می‌کنیم و آن را به این صورت می‌نویسیم : 


۳, 


۲۲۲-۱ ۲۷-۲ 


۳ ۷۲ رل تب ۲ ۳ ند دم 
لت 05 5 | چ ۲05 چم 51 ۲ ۲۳۵100 


1 


اگر از اتحاد ۲۵ وژو ع و وم ۵ ۲518 استفاده کنیم؛ به‌ترنیب به‌دست 


می‌آید 
ست.. رس ك‌ ۳ ۰ ۲ - ۲1 ۷" 
دج 3 و0 ست 1 1 2 لاجب 511 ۲ 
۷-۱ ۷ ۱ 
۲ 0[ - ۳9 ی كِ« 
با لاوما 05 : 5 0 سب (]51 ۲ ۲" س- 
تیان تون : نیت ۱ 
٩11‏ 
بنابراین 2 [ و 
سب ۲[ ۲۳ 
۳17 
5٩112 7‏ 1 9111 
/ ۱ زرار۱۳ چس ۳ ار سس ۳ 
چ ٩9111‏ 
ب 
۳ / 
۳ 


ید توت زوم ۱ - و آ ورزن ۲ 
3 1۸۲۱ لد ۱ 
)۱ + 7 ۱۵۳۱ )(۱ سب و ([ن] ) ۱ - 2 رجا 


7 ۱۵۳۲ ۱ 7 زره ۱ 


۳۶ ۵ 


بنابراین؛ اگر کسر را 7 بنامیم» داریم: 
۱ - ت جه)(2 هه + ۱) 
۱۱ + و مج ۷ + 2 اجه /۱()۷ + ه مع)(۱ ‌ِ مه 
بنابراین با حذف ۱ - 2 29 از صورت و مخرح (۱ ع 7 127)) به‌دست 


۱ 7 "و۲2 + ۱ 


۳ (۱ هدن ۵۲( 7 وج + ۱) ۲ مت #۲ 


5 ۱۱ ۳ نق ن شتت ۱۱۰ چو) 
(۱ + و د... 1 ول ۴ و)(۱ و ) 


ٍ 
3 


۶ عبارت داخل پرانتز را ساده می‌کنيم و به‌صورت یک کسر 


درمی‌اوریم : 


صورت کسر کوچکتر باشد. مخرج کسر از درجه اول است؛ بنابراین صورت 
کسر باید از درجهٌ صفر باشد» یعنی ضریب‌های درجه دوم و درجه اول در 


و - (7 -- ۱ 
و 2 1 + 17 . 


صورت کسر؛ برابر صفر شود : 


۱ <- »11 
1ب عحت. 1 


۳۶۶ 


۷ برای این‌که (7)2 در نقطهٌ » < 7 بیوسته باشد. باید مقدارهای 
(۰)[ و (1)2 تیا و (2)] #سیا با هم براپر باشند. داریم : 


(۱ > >۰) ۲-۳ +-]) حد < (ع) حدٍ 


بنابراین باید داشته باشیم : 


۲ < ۲ 


قاِ 0 ۲ ۲ مسق ۱ 


ما باید حد چپ و حد راست ۳ با مقدار (2) در نقطه‌های 


تب 1 سح .۰ : 
۲ < 7 و م-- < 7 برابر باشند. داریم : 


مس 

بح سحل ست اب ۱ ار ات 
ها 9 ی ۵ 609 + ۵ 9 )۳ 
7 سل ۲۲ ح- (1 یت 2 ۲ ۲) حد ۳۹ ا) تین 


یعنی برای پیوستگی تابع در نقطه 5 ۰۲ باید داشته باشیم : ۵ ۲۲۱-1 . 


سپس 
اس( 
۲ («) _ حد 
4 ۲7۰ - < ( 1 2 510 ۲۳۰ ) امن ۱ [ ۱2 تب 


بنایراین ) برای وجود بیوستگی تابع دار نقطه ‌- حد رل باید داسته باسیم : 
۲ < ۲7 + ۲7۰۱ - و درنتبجه 
4 ۱ 
توت ۵ < 7 ٩‏ ۲۲۶ |[ 
۲ 

٩‏ ما , باید داسته با سیم ِ-- حت لا و 1 اد بخ درعیر این یورب » سر 
جمله هم‌درجه در عبارتی وجود داشته باشد وقتی متغیر به‌سمت بی‌نهایت 
میل می‌کند» می‌توان تنها جمله‌ای را در نظر گرفت که ضریب آن از لحاظ 


_-_ 3 0 وحن وی اوخست بسا 
(0 - 2) - (۱ + 2 -_) ی و وان 
ی ام وت 


بح اج ات اند تما بت 
۱-8 و مب 


۱۲+ ۱(2 - ۲۵) 
باید این حد برابر صفر شود یعنی باید درجه صورت از درجه مخرج کمتر 
باشد و این ممکن نیست» مگر داشته باشیم : 


۱ 
۲۳۲ ۰ ۶ 


به‌هممن ترلیب» نهد سنت م. این - سس و۳ ار ۳ 


۰ در آغاز صورت کسر را تجزیه می‌کنيم : 


911) ۲2 + ۵( - ۲5910) + ۵( + 91۳ ۵ > 


(۵ 4 )۲1۵ - ۵ طلو + (6 + 18)۲2و] < 


۳۶۸ 


(۵ + 8)7[و ۲ - 2 وم (۵ 1 ۲9۱0)2 < 


"صلو (۵ + و)جزو ۴- < (2 ومع - ۵()۱ + )۲910  -‏ 


بنابراین» برای حد کسر مفروض داریم: 


نك ۷ 


۲ صزو ( 6 7 ۴ ت- 
۲ » ب 7و 
1 
۲ 
بل . , 
۳ .3111 
۱ ۱ ۱ ۲ 
0 10 - << |(2 + ۴910)06- ۷« - « || حد - 
۳ از » چب و 
۲ 


۳ قب |۱2 ,0 < [2] حد ٩‏ - < |] حد 
و پر و رآ 


اگر » < ع را مقداری بسیار کوچک بگیریم (و مثلاً ۰۰۰۱( < ح) 


داریم : 
اتید ات ره عد او دج 
بنابراین 
+ _ لا حد سس سب : سط 
3 ۳ هو بو گت ۲۳۳۳ وق 


(در حالت حد سمت راست» صورت کسر صفر مطلق است؛ درحالی‌که 
مخرج عدد است اگرچه عددی کوچک). 


تن سل "۳ 3 ۲۳ بو ۳۹ 
تسیا مس سح ۳ . سس تست 
اق] +مم .. ات یی ت) توت 


۲ برای ۰ < ع۰ ۷ را عددی طبیعی می‌گيريم که به‌ازای ۸۷  <‏ 
َ 3 ۱ 
داشته باشیم : ۲ ك امتة]؛ درضمن ) پزرگترین عدد از بین عددهای 2۱۱ 
2۷ ۰۰ 0۱ ر 0 می‌نامیم : 


1[ 
میانگین حسابی جمله‌های دنباله از ها 2 را 0 می‌نامیم : 


۱۳۲ 
5 11 


0 


ثِ ۳0۸۷ 
و فرض می‌کنيم : مت < ۷. 


اگر ( 2۷۲ ,08001۷ < 7 آن‌وقت 


۳۰۰۰ 2+۱ , ,لت و 
۱ ۳ 


کِ یرد 

با +...+ بسا اج +...+ اه 
0 17 

ی 6 ۷ 

فرط 

2۳/ ۳ 


۳ این دنباله» از جملهٌ ۲ آغاز می‌شود (بنابه تنظیمی که برای بت در 
نظر گرفته‌اند). سه جمله اول دنباله چنین است : 


۷/۲, ۱۷/۲ +۷۳, ۱۲۰۷/۳۴ 


و روشن است که دنماله‌ای صعودی تا 
برای اتبات حکم مساله » از دو نایرابری استفاده می‌کنيم. 


۳۷ 


۱) نابرابری ۱ < ۱ +۷۰( 6 6) که روشن است. 

۲ ۲ > ۲ +۰6 > ۲(۰/۷ < /). درستی نابرابری سمت چپ 
بعنی ۲ +۷ > ۷/1 روشن است. ابرابری سمت راست به‌صورت 
۳ ۰ ۲۲ قوم آید که بزای ۲ 2 6 به‌صورت:۸ * ۵و برای ۴ اعد ۶ 
به‌صورت ۱۶ > ۶ درمی‌آید. روشن است که برای مقدارهای بعدی ‏ 
هم درست است؛ زیرا در هر گام به سمت چپ نابرابری یک واحد اضافه 
می‌شود» درحالی که سمت راست آن دو برابر می‌شود. از نابرابری‌های ۲)) 
درضمن نتیجه می‌شود: ۲ > ۲(۷/۸ < ). 

باتوجه به نابرابری اخیر داریم (به‌جای ۰7/7 عدد بزرگتر ۲ را قرار 
می‌دهیم) : 


آخرین رادیکال» یعنی ۲ + (۱ - ۰/)۶" از ۲ کوچکتر است؛ اگر به‌جای 
آن عدد بزرگتر ۲ را قرار دهیم به‌دست می‌آید: 


۳٩+ ۰...+ ۳۰۱/۳۶ ۲( ٩+۲ 


اگر به‌همین ترتیب اذامه دهیم 
۲ ۴ 4۲ ۰۲ ۱/۲4۰/۳4۲ > به 


0 > ۷۲ 


... < ۱/۲ 4+۱۳ + ۰۷/۵ <۶ ۹ 


۳" 


و بهایرن ترتیسا ۷ تایب ۱۸۱ 
۳ داریم : 


۳ 


| ) بخش کسری عدد * و هميشه مت است: ۱ > ۱+ ) > ِ, 


۱ ۱ ۱ 
7 بی‌نهایت کوچک است (زیرا ۰2 به‌سمت صفر میل می‌کند)» ولی ۳ 
مقداری است محدود؛ بنابراین 


۱ 
و چ ۵ چس بل 


۵ ) وقتی ۲ «- 2 آن‌وقت ۳ - ["2] و وقتی ۲۳ + 


یت ۳ 9 نز »۲ 
۱ 
۴ __ ابر ۲۲+سجو ۴ -- ۲ ۲ چب بو 


در واقم وفتی ۲۳ +- ۰2 صورت کسر برابر ۱- می‌شود و مخرج کسر 
عددی بی‌نهایت کوچک ولی منفی است (جون ۲ > )۰ بنابراین حد کسر 
(صورت کسر به‌سمت صفر میل نمی‌کند» بلکه برابر صفر مطلق است)» ولی 
مخرح کسر عدد است (البته بی‌نهایت کوچک) درنتیجه حد کسر برابر صفر 
می‌شود. 
۲( دامن کسر با شرط‌های ه حم 27 و ۱ کرد اقلا تین هی طنوق. وفتی 
ب 7 به‌معنای اين است که ۱ > 5 و درنتیجه 
۱ ی ۲ 
یت (۷ + ۲۱6۷/2 - ۱(|2 - 2) تا ۱ پیت ا تسده یدعب ۲ حد 
| -- ۳ 5 ۱ و ۱7 چب و 


۳۷۳۳ 


۲ 
۲۱ مت ل 
و به‌همین ترتیب ۲-- < تس ۳ 


سحل 


۶۶ ۱ باید حد ‏ را وقتی ۰ +- ۸۵2 پیدا کنیم: 


ِ_ (۱ + ۲2۸) - (۱ + ۲۸2 + ۲۵) ۳۳ 
3( هب-۵ 

۴۵۵ +( + شتا یر 

پا وب 

(۱ + ۴)۲۰ < [(۴)۵۸ + (۱ + ناه - 

9 ۱ ۱ 

(۵۷۶ 

۵ - (۳ ات و نن) خ ۳ حت 7 

(۳ -)(۳ - ۸ + و (۳ -_ ۳۵ - ۸۰ + 2( 


| -_ ۸ ۱ 
"(۳- وو) (۳ - ۳()2 - :۸۵ + 2 ) » بت ۲ ۰ + وش 
وت بت ۸ و )- 


1 ۳ ۱ 
لب (عش)ب + (عض)» + #ب | -_ 
۲2 + ۲۸۵-۰۱ + ۲۰ +۰۷۱ - ۸ (۴ 
۲۵۸ د ۱) - ۲۵۵ ۲۵4  )۱4+‏ 
8 
۱ ۳2۹3 
+ ۰/۱ + ۲۸۵ 4 ۲۵ + ۱/ 


۳۷۳ 


.۳۳ 
٩/۱ 1 ۸‏ 2 ۰و۵ 
۷ برای مشتق‌گیری از یک عبارت گنگ می‌توان رادیکال را به‌صورت 
توان کسری نوشت و از قاعد؛ٌ کلی 


یوج ع< ار چت یه < ۷ 


استفاده کرد. ولی ساده‌تر این است که مشتق 0/۹ < ۷ را به‌طور مستقل 
پیدا کنیم و به‌عنوان یک فانون به‌کار ببریم : 


۲ ٩/۸ 

یعنی» مشتق یک رادیکال کسری است که صورت عبارت است از مشتق 

عبارت زیر رادیکال و مخرج آن حاصل‌ضرب عدد فرجه در خود رادیکال با 

توان یک واحد کمتر از فرجه است. به‌عنوان نمونه» برای ۳2 - ۰۷/5۲ <- ۷ 
داریم : 


۳ و۲ . و۳ مت ن 


۳۷2۲-۳2 ۳2 - ۲۷/۲ 
و برای ۱(۳ - ۱/)2۲  <‏ داریم : 


بر ت (۱ - ۲2)۵ ۳۱ ۷ _ سح و 2 


(۱ - ۵۱/)2:۲ یو 0 


ایو )و۶ (۱-< #082 ۰ 
(۱ - ۲و (۱ - ۵/2۲ 3 - ۱(۲۰/)۲ - )۵ 


۳۳۴ 


اکنون به حل تمرین‌های مسالهٌ ۶۷ می‌پردازيم : 


0 ۷/2 )۱ ۷/۵ 6۱ ۱۷/۵۱/۵۸ 
5 )۱-۰۷/2(" 


۲)۱--  - 2"( + )۶۵ + ۱() ۱ 


2 - 2 ۱( - ن - ۲)۱ 


۳۷۵ 


۷( ۷ < ۴۰) - ۳2 + ۱(۳)2۲ - ۳ + ۱(۳۹ 
۴۰۲2 - ۳()2۲ - ۳۵ + ۱۳ 

+ ۱(۰ + - )۲۱ (۱ + ۳۰۰/۳2 < رو (۸ 

" 1 ۳۹ ۳2 (۱ سا ۳ سس ۱۳۳2 ]۵۰+ 

< ۵۰)۳2 + ۱( ۹) - 2 + ۱(۳]۶)۵۲- 2 + ۱( 4 
+)۲ - ۱()۳2 + ۱([ 

< ۵۰/۳2 + ۱(۲۹)۲ - 2 + ۱(۲)۱۲2۲ -۷2 + ۵( 


٩‏ وفتی تابعی به‌صورت روت > زا باشد که در آن با « و دا 
تابع‌هایی از متغیر 2 هستند» برای مشتق گرفتن از آن» اگر "با را یک تابع 
در نظر بگیريم» برای مشتق آن به‌دست می‌آید : 


ون + ره . (یوان + نیم نب - (وی) + نب (ننت) ع ‏ 


1 
نهد تیان د رو 


به‌این ترتیب» برای مشتق حاصل‌ضرب سه تابع؛ باید مشتق تابع اول را در 

حاصل‌ضرب دو تابع دوم و سوم بعد مشتق تابع دوم را در حاصل‌ضرب دو 

تابع اول و سوم و سرانجام مشتق تابع سوم را درحاصل‌ضرب دو تابع اول 

و دوم ضرب و» سپس حاصل ضرب‌ها را با هم جمع کرد. بنابراین؛ برای 
تمرین ٩‏ داریم : 

+ ۷۳ -۱(۲۷۵ + ۱(۳)۲۵- )۱۴ < آن 

+ ۱۴)۲2 + ۱()5 - ۱(۲۳)۷ ۰ - ۲(۲ + 

س‌ )۱ ۰ ۵ (۱ )(۲ - ۱۴)۷۵۲ + 


۳۷۶ 


(۲ - ۱۳۷۵ + :۲۵) ۲ (۱ ب )۱۴ < 
۱(۱ +4 ۱()۲2 - ۲) + (۲ - ۱()۷ - ) + (۲ - ۱()۷2 + :۲2)] ۷« 
(۱ + ۱(۲۲)۲2 - ۱()2۲ - ۷ ۲()۲۳2۲ - ۱۴)۷ -- 


همیشه تلاش کنید نتيجهٌ مشتق را به ساده‌ترین صورت ممکن درآورید. 
۸ ۱) مواظب باشید: مشتق "۳ نسبت به متغیر 8 برابر 70۷/۷۳۳۲۱ 

و مشتق 2۷ نسبت به متغیر ۰2 برابر 20 + است. بنابراین اگر از دو 

طرف برابری مشتق بگیریم (نسبت به 62 به‌دست می‌آید (درضمن ,لا و رانة 


عکس یکدیگرند) : 


۰ | سجی] 
تس و۳ و۴ 
چ> ه < +( 2/۳۷ - ۷ - ۴۰+ (/2)۲۷+ :۲2 (۲ 

39 ۳ ۱ ۳ 
ید 0 تست لا _ 


با جچد هد ۱-۷ + ( 2 + )۴-۳ + ۲2۸ 


۱ 7 ۳ زد 
0 ۳2۸0۷ - 7 :۲2 
1۷ ۱ ی 
رسد اد سب ۲۳ ی مر ]۱ 
۱ 2 بل << ۲ و 3 رل (۳ 


در وافع کر یه ای رن پارامتر 7 را حذف کنیم. به رابطه :2 - ۲ < لا 
می‌رسیم (خودتان عمل کنید) که مشتق آن ۱- -< و است. 


"(1- ۶۸/۲ 2 با ج | ۶۸ < ,0 ۷ 7 


در این معادله هم 1 را برحسب 7 محاسبه کتید و با قرار دادن در ۷ و ۰۷ 
شجه‌ای را که به‌دست آورده‌ايم آزمایش تا 


۳۷۳۷ 


۹ ۱) ا2| را به‌صورت 2۲ ۷ می‌نویسیم و مشتق می‌گیریم : 


7 ۳2 ی 2 0 


2 5 ۳۹۷/7 
یادداشت. می‌توانستیم» مشتق را در دو حالت مختلف به‌طور جداگانه 
اس ی 
اس و چد ن- << :۰ > 8 
که با نثیجه‌ای که به‌دست آورده‌بوديم؛ تطبیق می‌کند. با این روس هم روشن 
می‌شود که مشتق» برای ۰ < 7 معین نیست. در واقع 


! بت کرو لد او ات و حد 
۳ و خب ۳ و ب ۳ 
ه ۰ 1 ۶ ,-ع ۰و ل* ۱ نك 
ولی زوس فبل» این ۱ ۱ را روسن سر نشان می‌ دهد : 2 برای ود .۳ 
معنی ندارد» زیرا تقسیم بر صفر معین نیست. 
۱/۸ 3 3 
ات ها |قا 


۱ +ع۱(۲ - آع) < (۱ +2 (۱ + (۱-ع) < ۷ (۳ 


:|ها۲ -< + |ه| -- ون (۲ 


1 ۲ ۱ 
.۱۱۲۳ ای +۱۱4 + وا(۱- )۴2۵ ع از 
91 (۱ - ) +۱۱ + ۱2( ۱ 
۱ | - 3 
[(۱ + ۱()2 - *2) + (۱ + تفش ۱۳۳ 
۱ ۱ 1 :2 
(۴۵-۱+(۱ - تارب - 


۲( 0 < ۲2 )2۳( 


۳۷۸ 


۱ -- 7 ۱ -- 

۵(  - [ | + 2 1 و‎ 
۱ 4 2 ۱ + 

۱ 2" ۳17 7 3 


۷ 


۰ ۲ ۱ ۱ ۱ ۱ 
2 بأن0ن -_- ۲ 8 اعد ( 8 ام + ۱) - (2 "جع +۱) - زا ۱۱ 
۷ . ۳ ۳ 
7 605 - و ولو ۲ وصم - 7 ره 7 وم 2 جرزه 
۰ ؟؟ ی ۱ 
٩19 2 9 7‏ 2 آومم ۰ ۲ 


سر 
سس« 


: ۲ . 
5111 بل 8111 09 


1 ۲ ۱ ۱ 
12 - 5 960 - هپس چم ست 


2 و 2« وی 
7 (سکانت 2) عکس 37 و 009607 (کوسکانت ۲)عکس ۶ 51۲. 


ی 5 (- 8 ظ(2()6 51۳ + 2 و0ع) - (2 ومع - 2 طذع)(ع صزو ‏ ۵ ومع) 


مق اون ۳ 
(2 609 - ۶ ط]و) 


- 


(2 609 - 27 جرژو) 


00824 2 4 2 طزو عد زر (۳ 
: ۱ ۱ ‌ ۱ 7 ۱ 
۳ بهتر است کسر ل را ساده کنیم؛ توجه کنیم 7 + 67 ع< 2 (برای 
این که 2 1270 معنا داشته باشد) و 7۲ ع< ۲ (بزای این‌که 2 000 معنا داشته 
باشد) و در نتیجه » و 2 1و و ه 2 2 05. 


1 ی 
5 60۵5 ۳ 5111 7۲ 0۳05 ۳ 511 


09 7 ٩117 ۱۱966535 بس‎ ۳ ۱ 
٩112 7 ۳05 


3 سس 


٩11۳ ۲ - 608 7 و2۵‎ 


سس 


۵8 7 ٩11 ۳ ٩11 ۳ 03 ۳ 


۳۷۳۹ 


۲ 1 5 ۲ 21 


۶ ۲ آومه 5 
ین 
7 - ۲۰/۱ ۲ 110 -- ۲۸/۱ 
۱ 
 ِ -- ۲ 608‏ ت- ی 7 
7 - ۱ / 7 0 -- ۱ / 
تس (ه مه +۲۱ تت ۲ 
8 0608 ۲ -- 5 
377 ۱ 
ت ۲( 18و + ۱) ۱۱( 2 9119 ۳۲۱ 
7 س 5 2 608 ۲ - ِ 608 ۲" س 


(8ظ  ۲)۱+‏ 2 وم ۷( صذو + ۳)۱ ۱ 2 رو - ۱/۱( زو ۳۱ 


(092ع)ومم ۰ 2 صزی - ع< (2 ومع)ومع ۰ "(2 ومم) > و (۷ 


دز مثلثات کمان‌ها بر سس رادیال‌اند. وفتی می‌نریسیم ۲ ٩11‏ بعی سینتوسن ۳ 
رادیان و وقتی می‌نویسیم (2 5110)605 کسینوش ‏ یک عدد است و برحسب 


۳ ِ ۳3 ۱ ۳ وس 
٩18) ۷ ۲(‏ و (۷۸۲ 510 -)۷۲(۳) - رز (۸ 
2 "نام ) 9 ام ) 
نس سس سلت: نا ند ب 
۵ 2 ۳۹/۵۷۲ 


(2 "ام + 20۱ "نامه ۸- (2 لام +۱4) :۸6۵ - 


5 7 ۷ 0 ۳ 1 ۷ 7۷ 0۷ ۳ 5 
(2 امه +2)۱4 ام ۸ 1 (۵ ام +۸۱ 


5 ۳/۵ ۱ ۳ ۷ 0 5 


وا ۳ 


7 05 ۸ ۳ (۱ مت )۹ 
2 زو ۳ ۳۸/0۲ 


۱۰( جزو) - (2 آومع)وی ۰ (2 "ومی) < زو‎  2( 


یی 


2 صله) صزه +  2(‏ ومع)دم]ه دی 2 «زو ۲ - < (2 املو)صژه ۷ 
۱ ار ل را به‌صورت 2 ۲ صژه 2 ۲ زو بنویسیم» به‌ترتیب داریم : 
8 00 9100 سس ۱ 
جح حص 2۰ 511 2 31۳۲ 2۷ 605 2 91۳ ۲ عد 1 
7 ۲ زو ۷ 


۲ اه طله | ۱ ۱ 
< | سس ده ۲91۲ | وم 2 وزو ‏ 
2 51۳ 


نز ۳ ۱ 1۳ 
٩10 2 | 81۳ 2‏ ۳ (2 طژو | + 2 صله |۲۶۲۲ موب < 
(« ومء) ۲( آومع) + (2 هنع) ۳( آهزه) ‏ ۷ (۱۲ 
((2 "ومع) ۶ (ه صنع) ]۲۵ صزه - 
٩1 ۲ ۳۲‏ ۵ < (۳2 طل) ۲2۰ "ونو ۵ (۱۳ 
۷3 210 ۴ ۱ ۷72 ۷ 608 ۱۴ -- (۷۵ 05ع) 


سس 


۱۵( 1 


۷ ۳۹/0۹ 5 ۷ 03 ۷۰ 5 ۳ 5 ۳/۵۵ 5 
۱ وقتی می‌خواستیم مشتق تابع با ضابطه :2 510 < ل را پیدا کنیم؛ 
ضمن عمل؛ از این حد استفاده کردیم : 


۱ ۱ 
می‌دانیم نسبت 3 زمانی معنی دارد که ۵ و « با یک واحد بیان شده‌باشند. 
به‌عنوان نمونه» اگر طول یک راهرو ۶ متر و عرض آن ۱۲۰ سانتی‌متر باشدء 


۳۸۷۱ 


برای پیدا کردن نسبت طول راهرو به عرض آن؛ باید هردو برحسب متر یا 


هردو برحسب سانتی‌متر باشند» که در این صورت؛ نسبت طول به عرضص 
۶ ۳9 3 
۱/۲ ی 7 یعنی برابر ۵ می‌شود. 
وفتی می‌گویيم تانژانت ۴۵ درجه پرابر ۱ است» یعنی برابر شعاع است 
٩11 0‏ 
0 
وقتی معنی دارد که ۰ هم با واحد شعاع اندازه‌گیری شود. ولی وقتی کمان 


دایره با واحد شعاع اندازه گرفته شود نام رادیان را بر خود دارد. به اين ترتیب» 


زیرا در دایرهُ مثلثاتی» شعاع واحد اندازه‌گیری است. بنابراین» نسبت 


سظب؟ 
۲۵ 


رادیان باشد. 


۱ (- ۱ 
می‌دانیم در سحه برابر است (عیت) رادیان و نك گراد برابر 


۳ 71 
۷ < 3918 1 < 918 | 7 |: 
ِ ۱ 


۱ 7 ۳ 7 ۰ 
ون | وسبت. ] 05 سب << ۱ 
۰ ۱۸۰ ۱۸۰ ۵" ۷ 


۵ چا 
21 53 << *7 0605 < 1 
۲99 


لا 


۶ وم 
۵ ۵ 


۲ با ۱۰۰۱ عامل سروکار داریم. برای محاسبهة (2) باید مشتق هر 
عامل را در ۱۰۰۰ عامل دیگر ضرب و؛ سپس نتیجه‌ها را با هم جمع کرد: 


(۲۷ - )هن 4 (۵۰ه۱ - )۰۰۰ (۲ - ۱()9 - 2) < (2) 1 
.+ (۱۵۰۵ )۰ ۳۳(۰۰ -۱()2 - »)2 + (۱۰۰۰ - 2) ... 
٩4۹(‏ - )...۰ (۱ - )+ 


۳۸۰ 


اگر به‌جای ۰2 عدد صفر را قرار دهیم همه جمله‌ها؛ به‌جز جمله اول» برابر 
صفر می‌شوند و به‌دست می‌آید: 
اوه و ۱ (۱6۰۰-)...(۲-)(2-۱) < (9) 1۳ 


جون ۱۰۰۰ عامل منفی در هم ضرب شده‌است» حاصل‌ضرب عددی مثشبت 


می‌شود. 
۴ رافنمایی. هم‌جا متفیری را که بید سبت به آن مشتق بگیریمه ۶ 
بنمید. 
۱ 9 ( 
۱ ۱ ۱ 
ی تست سست. مس ند ۳ 
2 لا ت_ 7 [ 
9 دی ۲ 72 -< ۲ اعد ۲ عد 2۱ ۳ 
۳ ۲۷۹/7 ما # 


۴ به‌ترتیب داریم : 


۱ ۱ (6/ - 1 / 
۷ 
اس ور اش 
۰۱/۱ ۶/2۲ ۱ 
۱ _ ۷۱-۰۷ بنن 

۶ - 1/۱ . 7/۸۲ +3 
۵ ار (1)2 از درجه 7 باشد ( ۷ 6 )۰ (2) از درجه (۱- «1) 
و» بنابراین ((2) )] از درجه (۱ -)0 می‌شود. در تمرین ۰۱ ((۳)2) 


۳۸۰۳ 


از درجه دوم است ‏ یعنتی ۲ < ۲ و در نمرین 5 با) )۳ از درجه سشم 
استتک ‏ 

۳ - و چ- ۶ < (۱ - )۱ 
(ريشهٌ منفی معادله قابل قبول نیست). بنابراین 


۱( ۶)2( < و + 02+ "ع2ه‎ )2( < ۲۵۵٩+ 
7) )2(( < م + ( + ۵)۲۵۵ + (9 + ۲۵۵)ه‎ 
< ۴۵ ۵" + )۴۵۲۵+ ۲۵۵(»+ (و + ۵۲ + آوم)‎ 


بنابراین » باتوجه به فرض مساله» باید داشته باشیم : 


۱ ۳ از ۴۳ اس م۴ 
۱- ع< و اه ۶-- ۲۵۵ ۴۵۲0 
و .| ۷۲ <ع + ۲ د وه 
یعنی پيننه: اجزوات [ و | 
۲) در حالت کلی 4 + 7 + ۲ + "وه - (2۳) . ولی جون همه 
توان‌های ((2)"/)/ زوج است؛ باید مشتق تنها شامل توان‌های زوج 5 باشد» 
یعنی ۰ - و 8 + 62 + هه < (2)/. داریم: ۵ + ۳۵۵۲ <- (ظ)۳ 
ژ‌ 
< 0 + (م + ۳۰۰2 سل )0 ۳۹ ۳2( زر ال 8 ۱۸ 
)0 ما 0 د ۱(۲ + ۳۵6)۳۵6 بد آجع ۲۷۵۲ + ۲۷۵ ح< 


اگر عبارت ((:7")2) را که در این‌جا به‌دست آورده‌ايم با عبارت صورت 
مساله متحلی فرار دهیمه نه دو گروه جواب می‌رسیم . 


۲ -- نم ,۰ .عد 6 6 


۳۸۴ 


بنابراین» برای (2)/ دو جواب پیدا می‌شود : 


۷۲ + 2- - (2/] یا ۲ +۰ - و < (2)/ 
یت ۱ ۱ 
۳ مشتق‌های 0 لا را مخاسبه می‌کنيم : 


 .2‏ 92۲7 . (۲2 ۷/6۵84 رز 

۳2 ومع 7 ۲ تساه 005 957 1 
٩111 7‏ (۲۳ 7 ۷ ) تور ۱ ون وم ۲ . بر 

"سس .»سس 


- ِ 
سس تحص 


۶ و0 
۲۶ 09 ۲۵ 9و ۶ - 
7 51 . سس ۲۰/05 وم ۲ 
5 ۶ ۲۹/059۳ 
۲2 09 


۲۵ "زو ۳ ‌ ۳3 "وم ۲ ۲۶ "وم 2 ۰ 0[ ۳ ند ۰ "وم ۲ 


7 ۲۰۹/60۵ "وم 7 ۲۰/605 ۲ ۳ 


۶ "وه + ۲ 
7 ۷/6092 5 
که اگر "ا + را محاسبه کنیم : 
٩ ۲ 4 19 ۲ 2‏ ۲۶ وم 3 19و 2 918 + ۲ 


۱ 
ون / ۲7 و ۳ ۱/05 
۸ 
۲ ۱ ۳ 
۵ ارسسست ‏ به پسب ست ید 
8 مزء ۳ نوم / 


یعنی ثابت باشد: ۳٩‏ < " + /. همان چیزی که می‌خواستيم. 
۱ 6-0 


[۱۳0 
- )064 62 + ۵0 0 - 0 


۳۸ ۵ 


کسر را معکوس کردیم تا به‌صورت عبارتی درجه دوم درآید و مشتق‌گیری از 
آن ساده باشد. اکنون از دو طرف برابری دو بار مشتق می‌گيريم (به یاد داشته 
باشیم که مشتق ‏ برابر 1 می‌شود) : 


۲ !۳۹27 ۱ 
۳ ( و - ۲۵)- 3 
) ۷ ب[) /۷ 


که پس از ساده کردن صورت و مخرح به [ به‌دست می‌آید : 


۳/۳ 29 1/۸ 5 ۲ 


و همان‌طور که می‌بینید» مقدار کسر به 7 بستگی ندارد. 
۸ و ۱۳ را محاسبه می‌کنيم : 


7 ۱ 
- ۷5۲۳+ سر ۷-4 
2 ۱ 
/۳1 ۷ زاسافت کرو ور ۲ 
سیب تس 9 ۳۳ 
۸ ۲و ۱ بآ 


11 ۷ ۳ ۳ 
#9 / ۷/2: -۱ 


۷/2۶۲۱ 2 - ۱(۹/2۲ - ۱ 


1 


29 11321 


2-۶ + | تست |(۱آ- اع) < ۷ 
۴ ‌ ی ی ۱ 
۲ ۳7 _ نک 
حح 7" ۳۸" سس 5 << 
اه بل ود ۳ 2 
و راو و وا ۱ ۱/2 


۳۸۶ 


۱ ۱ ۱ ِ ۱ ۱ ۱ 
۹ راهنمایی. 7 را به‌دست آورید و از برابری حاصل دو بار مشتق 
/ 
پاسخ . و -< آار. 
۰ مشق 7 518 < ل برابر است با 6082 ع< ل. ولی " را 


۲ اس لا ۹ 
می‌توان به‌صورت +3 0 << نوشت. سپس ؛ مشتق دوم هم برابر 


۱ ‌ ۳ ۱ 
سل 3 5 << ۳ که می‌توان ال ۳ به صو زا 3 سل ۳ 7111 << ۳ 


دی 1 3 صلو < ((2 + 518)06) 


۱ ی ید تا ی 
یعنی وقتی از (2 + 518)60 مشتق بگيريم کافی است به کمان آن 7 اضافه 


کنیم. به‌این ترتیب 
۱ 7 ۳ / 
و وس ۲ 10 << 1 


۱ س تب ۱ بر 
8 1 ح- 3 0 را 


ی اف 0 ۱ ۳ که 
پاسخ. مشتق مرتبه 7ام 2 518 به‌صورت :۲ 7 درمی‌اید. 


۲ از سس  <‏ چند بار مشتق می‌گیریم : 
۳ 4و ز ۳ 951 :1 ۱ 
سس فش سس ند #رن ۳ 4 
(0 - 2 ) (6 - 2 ) (0 - 5 ) 


۳ ۸۷ 


به‌این ترئیب» می‌توان حدس زد که مشتق مرتبه ام به‌ صو رت 
ام 


۳۳۳۳۳۳ ۳۹۳ 6 ۳ ۲ تست ( ۳ 


درمی‌آید. برای اطمینان از درستی این استنباط» کافی است یک بار دیگر 
مشتق بگیریم و ببینیم مشتق مرتبهُ (۱ + 6)ام از قانونی که حدس زده‌ایم 
بروی می‌کند يا نه! داریم : 


۱ #9 - 
0 3( , ات 1 ۹ 2( 


۲ 
۳) راهنمایی. تابع را ب‌صورت سل + ۲ - لا بنویسید و شییه قبل 


ها 


لا مستی 


۳ 2 + 2 ۲ طزو/۳۹ 9 


س ‏ ی ۲ 
۳ 41۳7 ۱۳۹ 


تابع انتتری ۲ داریم : 


وم + 2 زو 


1 "1 ۱ ۳ رب 


بی‌نهایت و خود مماس بر محور 2 عمود است. 


۸ب ۳ 


پاسخ. منحنی در نطه‌های به طول 1 < ۰7 مماس موازی محور ۷1 


دارد. 
۲ نقطه‌های برخورد دو منحنی را پیدا می‌کنيم : 
نز ,۳ 
۱ ۱ ۲ ته ‏ است بت 7 
سک 


زاویه بین دو منحنی در نقطهٌ برخورد آن‌ها» به‌معنای زاويهٌ بین مماس‌های 
بر دو منحنی در نقطهٌ برخورد آن‌هاست. مشتق دو تابع چنین است : 


ند از 


بنابراین ضریب زاويهة مماس بر منحنی‌ها در نقطه ۸ برابر ۲ - و ۲ و در نقطه 
7] برابر ۲" و ۲ - می‌شود. زاویة بین دو مماس در نقطه ۸ با زاویة بین دو 
مماس در نقطه 1 برابر است. از دستور 


۱۳۰۱۱۱۵ 


- ۲۲ 
رب ۱ 


برای محاسبه تانزانت زاو به من دور مماس استفاده می‌کنيم : 


۴ 
۳ 


سل 
 )-۲(‏ ۲ + ۱ 


۱۳:۱۵ ۵ 


پاسخ. در هر دو نقطه برخورد» منحنی‌ها زاویه‌ای با هم می‌سازند که 
ع | ط ۶1 1 ۳ ۱ ۱ ۳ ۴ ۴ 

۳ مختصات نقطه ۸۷ را ( 0 ,به) می‌گيريم که باید در معادله منحنی 
صدق کند : 


۷/۲ + 78۲ 2 ۳ (۱0 


۳۸۹ 


برای پیدا کردن ضریب زاویة مماس بر منحنی در اين نقطه. به 9 نیاز داریم. 
از دو طرف معادله مسحی ‏ سست نله بآ 4 مشتق می‌گيريم : 


۹۹۸۸ ۳ / 1 


۳ 0 + سم 


بنابراین ضریب زاویة مماس بر منحنی برابر ۴ ۱ - می‌شود و می‌توان معادله 
مماس را نوشت : 


۳۳ 
۳ ۳ )۲( 


این خط راست محور 7 را در نقطةٌ به طول صفر قطع می‌کند. ۳۳۳ 
فرار دهیم عرض نقطه ۸ به‌دست از ! 


7 - ۷+ 1317 97 +۶ - وه + - ۱ 


(از برابری (۱) استفاده کردیم)؛ بنابراین 


«۸ 

برای مختصات 7 باید در (۲) قرار دهیم »  -<-‏ که به‌دست می‌آید : 
( 2/۳۵ 

اکنون می‌توان طول باره‌عط راست ۸ را بیدا کرد: 


٩/۱۶0, +4 ۲‏ ۲(ه - ۲۵) + (۷7۲۵ - ۰ج [۸8 
۲ ۷۶۳ - ۷۱۶۰۷۴ - (8 + 7ه/۷ )۱۶ - 


و ۵ ۳ 


و درنتیجه ۲ < |48]. 

پاسخ. از هر نقطهٌ دلخواه منحنی که مماسی بر آن رسم کنیم؛ همیشه 
طول قطعه مماس محدود به محورهای مختصات؛ برابر ۲ می‌شود. 

۴ اگر طول نقطه تماس منحنی با محور 7 7 را .2 بنامیم» ,7 باید 
لو و را برابر صفر کند: 


<م ۳2۱٩+‏ ره < + ,2 8.4 


م7 3 اژ معادله دارم بیدا می‌کن. و دلر معادله اول فرار ی دهم .: 


| 
اب 2 چد ه دوعس ۰ 


اگر 4 را به‌سمت دیگر برابر ببریم و دو طرف را مجذور کنیم سرانجام 
بفادست هن ای : 


۲ ۳ 
۲ ۹ / 5 
۵ سح ۲۷۵۰ 1 واعد | مت 
وج - )+ (م) 


 < ۳۲۲ - ۳ ) ۵‏ مشتق تابم است که در نقطه‌های 2-۱ تغییر 


علامت می‌دهد. نمودار در بازه‌های (۱--,۵0-) و (۱,4+۵0) صعودی و 
در بازه (۱ ,۱-) نزولی است. منحنی در نقطةٌ (۲ ,۱-) به ماکزیمم و در 
نقطه (۲- ,۱) به می‌نیمم خود می‌رسد. نمودار از مبداء مختصات می‌گذرد و 
در نقطه‌های به طول 1-۰/۳ ع ق مخوی ۶ وا قطم می‌کند. مبداء مختصات 
نقطه عطف منحنی است (خودتان جدول را تنظیم و نمودار را رسم کنید). 
۲) راهنمایی. منحنی در بازه‌های (۳/-,0ه-) و (۰,۷/۲) نزولی 
و در بازه‌های (۲,۰/+-) و (60+,۷/۲) صعودی است.(۱-,۲/) و 


(۱- ,۳/-) نقطه‌های می‌نیمم و (۳ ,۰) نقطةٌ ماکزیمم تابع است. منحنی 


۳۹۹ 


تابم در نقطه‌های به طول او ۹/۳ جوز 2 و در نقطهٌ به عرض ۳ 
محور ۷ را فطع می‌کند. 

۳ باید نمودار ۲ + ۳2 + "2  <‏ را برای ۰ ک 2 و نمودار تابع 
۲ - 2 2 ل را برای » < 2 رسم کرد. 

6 پتسر < و در نقطة به طول * <- 7 برابر صفر و در 
قطه‌های به‌طول ج ‏ 2 برابر بی‌نهایت می‌شود. درضمن؛ برای دامن اب 


۱ ۱ ۱ ۱ 
5 > ۳ > -. مماس بر منحنی در نقطه‌های (۰-) ۴ (3,۰) 


موازی ۷ و در نقطهٌ (۱ ,۰) موازی 272 است. تموناز در شکل ۶۸ داده 
شده است که نیمی از یک بیضی را نشان می‌دهد. 


شکل ۶۸ 


۵) کافی است نمودار تابع تک 


7 < ل را رسم و سپس فرینه آن 


را نسست به محور 27 به آن اضافه کنیم. مشتق تأبع به‌صوررت 


۴ سس ۱ 
تست ۱ 
7 - ۱ | 7 ۱ 


۳ 


۱ ۱ 1 ۷ ۵ 


۷۵ 
ص 


درمی‌آید که به‌ازای 


ات از ۱ دز او < 5 در این بازه قرار دارد. 


"ِ 


۳ 
هازای سس << ت داریم 


را ۱-۹۵ 
۳ رخا نج ۵-۲ ال 99 


تابع در نقطه‌های به طول ۵ و ِ- ست ۳ 2 را قطع می‌کند ؛ در صمن 


و این ؛ به‌معنای آن است که با نزدیک شدن 2 به ۰۱ نمودار ضمن نزدیک 
شدلن نک حیل راست ۱ سس با نك شتا 0 + هی ز ود. ۳3 اج را به‌اندازه کافی 


ره ۱ نزدیک کنیم. نمودار رفتاری سس حول راست ۱ ند ۳ خواشد ۳۹ 


او تّ 


۲ | موولی ان نون قایه 9 ۲ 


فآ راز توت سل 
سعودیاست و در [۲ 5 1 تس ) به نیم 


خود می‌رسد. در شکل ۶٩‏ نمودار تابم با خط کامل داده شده است. همان‌جا 


لد ۱ 
-- ۱ 


نمودار تابع قرینه» یعنی 7 ۶ ل به‌صورت نقطه‌چین رسم شده 
امستا؛ 

کید ک تا و اه ه له آن‌رفت. ره اشحاد. ه < ۰ می‌رسیم؛ یعنی 
مختصات همه نقطه‌های واقم در ربعم سوم دستگاه محورهای مختصات؛ همراه 
با نیم‌خط‌های راست 02 و 01 در معادله صدق می‌کند. اگر » < 2 و 
» < ل به معادله 7  <‏ می‌رسیم که باتوجه به شرط مثبت بودن 2 و ۷ 
به‌معنای نیمساز ربع اول دستگاه محورهای مختصات است. 


۳۹۳ 


7 و 7 نمی‌توانند علامت‌های مختلفی داشته باشند» زیرا اگر ۰ < :2 
آنوقت » < || + ۷ یعنی ۰ < . 
۷( مشتق تابع به‌صو رت ۱۱ ۳ 27 817) 27 609 ۲ ت 1 درمی‌آید. جول 
تابم متناوب است با دوره تناوب ۳ و کافی است منحنی را در بازه |۲7 ۳ 
رس کنیم جواب‌های مشتق را تنها در این فاصله در نظر می‌گیریم : 
۲ 7۲ ۳۹ 
تست تحت ۳ - لو حح 
۲ ۲ ۲ 
2 


یر ۳ 7 ۳7 
تاپم در بازه ۳ و ۳ ۳ نزولی و برای -م- > 2 ک > صعودی 


تننی: (۱-,2) نقطه می‌نیمم و ۳« نقطهٌ ماکزیمم منحنی است. 
منحنی در آغاز و انجام خود بر خط راست موازی ۲2-  <‏ مماس است. 
جدول تغییر و منحنی را رسم کنید. 

۸ روی جدول. مقدارهای لازم برای رسم نمودار داده شده است. 
منحنی را خودتال رسم کنید» توجه کنید: منحنی در نقطه‌های (۱ ,۶) و 
(۲7۲,۱) بر خط راست ۱ < / مماس است: 


۳ 7۲ 
۳ - ۲۶۳ سر 9 ۲ 
سس 1 لد 1 ۱ 


رت به | 


0 و ,0 -- ۲7۲ از معادلة 7 2 و60 مربوط به مشتق به‌دست آمده است و 
۱ ۱ 7۲ 7۲ ۹ 
و هس > ولی وقتی :0 3 یا 6۵ ۳ 


۱ 
باشد» به‌معنای این است که ج < 2 605. بنابراین» اگر در ۷ به‌جای 7 005 


کت ۱ ۹ 


۳۹۴ 


۹( کت ع لا را ویتج مي‌کنیم و سپس قرينه آن:را شنبت:به 
محور ی ره‌دست می‌آوريم. 
2 ۱ ۴7 - ۲ 
بز اس 
۲۹ 


تاپم در باه ۱ > 2 > ۱- معین است و در نقطه‌های ه < 1 و 


۳ 


۷/1 و 
سپ <- 1 ره اکستره‌هم می‌رسد. .در نقطه‌های ( ۰-) و ( ۰ (اغاز 
و پایان نمودار)» منحنی بر خط راستی موازی 1/۷ مماس است. منحنی در 


مبداء مختصات از دو سو بر نیمسازهای ربع اول و دوم مماس است. 


شکل ۷۱ 
در شکل ۷۰ نمودار یت 9 ارداست احت ۷ به خصسو رت نقطه چین رسم سله 


۶ ۱ شکا: ۷۱ راسشت. ۲) تابع .در فاصله‌های (۲- ,مهم -) 
نب (۲ ,ه) تزولی و در فاصله‌های (0 تس ۴ ۵0+ ,۲ ) صعودی است. 
۳( » << 1 چهار ريشه دارد: 2-۱ و 3۳. ۴) داریم : 


۲- < ارو حد و ۴ < ان حد 


سس با ۲ رل 


در نقطهُ (۰,۳)» منحنی در سمت چپ بر خط راستی با ضریب زاویهٌ ۴ 


۳۹۵ 


و در سمت راست بر خط راستی با ضریب زاویه ۴- مماس است. نقطة 
(۳ ,ه) ماکزیمم منحنی است» ولی مشتق در این نقطه نامعین است. 

۵) منحنی در نقطه‌های (۰ ,۰۸6۱ (۰ ,۰9)۳ (۰ ,0-۱ و (ه ,۳-)(] 
محور "72 را قطع می‌کند. با قرار دادن طول‌های این نقطه‌ها در مشتق تابع؛ 
ضریب زاويةٌ مماس بر منحنی بر هریک از این نقطه‌ها به‌دست می‌آید. 

برای نقطه ۸ : ۲- - ٩7۰‏ برای نقطهٌ 3 : ۲ < 7۰ برای نقطهٌ ر): 
۲ -<- ۰« و برای نقطهٌ (+ ۲- < «17. 

مماس در نقطةٌ ۸ با مماس در نقطةٌ (۰1 و مماس در نقطةٌ 9 با مماس 
در قطةٌ 0 موازی است و بنابراین» چهارضلعی حاصل متوازی‌الاضلاع است. 
برای این‌که متوازی‌الاضلاع لوزی باشد باید قطرهای آن بر هم عمود شوند. 
برای اثبات این مطلب به مختصات راس‌های متوازی‌الاضلاع نیاز داریم که 
با نوشتن معادله ضلع‌ها به‌سادگی به‌دست می‌آیند (محاسبه را خودتان ادامه 


دهید) . 


۲ 
۷ نف تماس: زا 3 ِ 7 می‌ناميم. ۸7 خط مماس 


است و بنابراین ضریب زاویه آن چنین می‌شود: 


3 
۳ 4 ۲ 
۰ 3 س 
۲ 1 عم -- ۲ 7 
یتست پسسس تس << ۳۳ 
۳ 7 


ولی ضریب زاويةٌ مماس برابر است با مشتق (به‌ازای طول نقطة تماس) 


وچ و , 
۱ یب 


۳ 
بل 


درجه طول‌های سه نقطه تماس ۳3۶ وحود داشته باشند) » ریشه‌های این 
معادله‌اند : 


۳ 


۳۹۶ 


در هر معادله جندجمله‌ای» و از جمله معادله درجه سوم» مجموع ریشه‌ها 
برایر *-- است: (حر ین‌جا 6 ضریب آ و 8 ضریب 2۴): همچنین حاصل‌ضرب 
۱ 0 وس سم 


بسن 
 , ۰01۷ < ۲‏ < 4۷ +0۰1 


+ یادداشت. در معادله درجه سوم ب‌صورت ۰ < و + 2 + 2 ابت 
می‌کنند ؛ در حالتی دارای سه جواب حقیقی است که داشته باشیم : 
۵ اس ۱۰۸۱ -- ۴0 تج ۳۷0 ِ ۴0 


بنابراین بهازای ۳۰۱/۴ < » تنها یک مماس اه اس مت از 
ات و بای اه < 6 دو مماس می‌توان بر منحنی رسم کرد (در 


#۸ بای تا ۳ ۱ 8 مکی ۳۳۹۹ 


9 
۱ لد پم۳ ۱ 1 ۵ 
(۲ - ,۱()۵ + ب6) ۲ - ,6 


ولی خط فائم بر مماسی که در ۲ بر منحنی رسم شود» عمود است و 


۱ ی ۲ 
ضریب زاویه مماس در وی 735۳ 
۲ 


۲ می‌شود و باید داشته باشیم : 


و بنابراین ضریب زاویة فائم پرابر 


(۱ ه) _ _ ۱+ ,۳ 
۲ (۱()۵-۲ + بم) 


بسن (۲۵-۱ + ۵)6-۱()6 شب 


چهار نقطه برای بای قائم‌ها به‌دست می‌آید : 


٩/۲ -! ام‎ ۲ ۱( 
-)/۲ -۱( ۰ ۰.۷۱ 


و معادله خط‌های فائم ختیرن مر شو3: 


3 1۳ 


به < ۲ - را + ۲۵ : ۲۳ ه < ۲ +۲۱4 + 2 : بط ۸ 
ه < ره + 7 : ۷ ۷ ۰ اعد رو لد 2 : ۲ ۷/ 


همان‌طور که می‌بینید» دو قائم ۱۷2 و ۰/۳ یکی هستند: خط راست 
 < َ‏ + 7 (نیمساز ربع‌های دوم و چهارم) منحنی را در دو نقطه قطع 
می‌کند و در هر دو نقطه قائم بر منحنی است؛ ولی دو قائم دیگر چنین 
تن مثلاً قائم ۷۱ منحنی را در نقطهٌ (۱--,۱)6 و 9 ۵-) /۷ 
قطم می‌کند که در نقطة ۱ قائم بر منحنی است و در نقطهٌ ۸۸ قائم بر 

۹ نقطه اکستره‌مم (ماکزیمم یا می‌نیمم) روی منحنی است و مختصات 
آن در معادلٌ منحنی صدق می‌کند. به‌جز آن» طول نقطهٌ اکستره‌مم باید مشتق 
را برابر صفر کند. از این‌جا به دو معادله» برای تعیین 6 و » می‌رسیم که با 
حل آن‌ها (به‌صورت دستگاه دو معادلهٌ دومجهولی) به‌دست می‌آید ۱ < 6؛ 
۲ < (. 

۲ پاسخ. تابع در فاصله‌های (60,۰-) و (۲ ,۱) صعودی و در 
فاصله‌های (۱ ,ه) و (60+ ,۲) نزولی است. 

۳) پاسخ. کاوی منحنی؛ در فاصله‌های ۰ > 3 سا > 7 > ه 


< 7 به‌سوی بالا (به‌سمت اهای مثبت) و در فاصله‌های 


۱ ۲ 
ک ک ‏ بق 9 .۷ ۳ 


۳۵۸ 


۱ ۱ ۱ 

۴ معادله ۱ 5 1 سیم بعد از ساده کردن به‌این صورت 
۱۱ ) .. 9 

درمی‌آید : 


و اه سا او مس ۲ و 


۲ ی ۱ ۱ ۳" 
بخش بلپر رین و جنین می‌شود : 


) 27 ۳۳2 ۲۵ - ۲(  م‎ 


پاسخ. ۲ 2۷ 9 4۰/۳ ۱- ع< ۲ (و3. 

۵) مشتق به‌ازای ۲ < 2 برابر صفر می‌شود و به‌ازای ۲ <- 2 به‌دست 
ای ۲ بت و (از قبل هم می‌دانستیم که نمَطهٌ (۱ ,۲ ) اکستره‌هم منحتی 

۰ ۱) نمودار هر دو تابع (6) و (6) 
در یک دستگاه محورهای مختصات رسم 
سده اشت (شکل ۷. 


ملاع مختصایت مرکز تقارن هر دو نمودار ۳ شکل ۳۳ 


۳۹۹ 


شکل ۷۳ 


۳) مساله نگفته است؛ خود نقطهٌ ۰۸ نقطهٌ تماس است. در حالت 
کلی؛ وتتی از ۸ مماسی بر منحنی رسم می‌کنيم» ممکن است خود نقطة ۸ 
نقطهُ تماس باشد و ممکن است نقطهٌ دیگری مثل نقطهٌ 7 نقطه تماس شود 
(شکل ۷۳). در این حالت مثل این است از نقطه‌ای واقع در بیرون منحنی 
مماسی بر آن رسم کرده‌ايم. 

طول نقطةٌ تماس را ۵ می‌گیريم. ضریب زاویهُ مماس برابر "۹۵ می‌شود. 
"۳ این ضریب زاویةٌ تحط ۸۳ است: (۸)۱,۳ و (/7)۵:۳۵. پسن 
ریت اون مماي پز تد یز ۳ مب ریزو و۳ یود[ بم) 


و باید داشته باسیم : 
۱ ۱ ۱ 
سرا ۰ ۵-۱ - ۲۵ چد ۳+ ۳۵ + ۳۵/۲ < یم 


اگر ۸ را نقطٌ تماس بگیریم» یک خط مماس (با ضریب زاوية برابر )٩‏ 

1 1 ۱ بت 
به‌دست می‌آید. ولی از ۸ مماس دیگری هم به‌طول و بر منحنی می‌توان 
رسم کرد که پیدا کرد عرضص این نقطه و سیس معادله مماس دشوار نیست. 


و۴ 


۴ خط راستی از نقطةٌ (۸)۱,۳ با ضریب زاوية 70 می‌گذرانيم. 
۲ ۲+ ۳ - ۲۲۵ < | 


نقطه‌های برخرد این خحط با ۲2۲ ت را از معادلة درجه سوم زیر به‌دست 
می‌آید : 

۵ سد ۳۳ و 4 و1 و۳ 
ولی یکی از ریشه‌های این معادله برابر ۱ است (زیرا خط راست را از نقطه 
۸ گذراندیم). اگر سمت چپ این معادله را بر ۱ -- 27 بخش کنیم؛ به این 


معادله درجه دوم می‌رسیم : 
(۴) ۵ حد (۳ سب ووو) بت ۳ ۳2۲ 


اگر ریشه‌های این معادله را 7۱ و 1۲ بگیریم» مختصات نقطه‌های ۶ و ر) 
چنین می‌شود : 


بل | ۷ 


0 


۳ تا ایب از |[ ۳ 7 ۲72۳۱ 


که از آن‌جا؛ مختصات نقطهٌ ۸۷ (وسط باره‌خط راست /9)6]) به‌دست می‌آید : 


۷ اش 7۲ 2۳ ۱ 


بآ 


۳ 


ولی 7 باید چنان باشد که ریشه‌های معادلهٌ (*) حقیقی درآیند (که نقطه‌های 
و ر) وجود داشته باشند). معادلة ( *) وفتی ریشه‌های حقیقی دارد که مبین 
آن نامنفی باشد: 


<2 7 ج- ه < (۳- )۱۳ ٩+‏ < ۸ 


خق | #اس 


۴۰۱ 


یعنی برای عرض نقطه ۸ باید داشته باشیم: 9 ک #. به‌این ترتیب» 
معادلهٌ مکان نقطهٌ ]۰ با این دستگاه مشخص می‌شود: 

۳ 
ار کت /# ۹1 جح بل 
مکان» نیم‌خطی است از خط راست ه - ۱ 4 ۲2 که آغاز آن نقطه 
رد ر) است و به‌سمت پایین تا بی‌نهایت ادامه دارد. 


۱ ( را (7)2 می‌ناميم و مشتق آن را محاسبه می‌کنيم : 
9 - عا(ه - ع) + (۵ - ع)(» -ع) + (۵ - ع)(9 - ع) > (ع) ۶ 


بدون این‌که به کلی بودن مساله لطمه‌ای وارد شود می‌توان فرض را بر این 
گرفت که 6 > 6 > 6. اکنون داریم: 

۰ > (0 - 0()۵ -) < (0) ] 
(ه < 6 - و ه > 9-6 یعنی حاصل‌ضرب آن‌ها منفی است). (:2)* 
عبارتی درجه دوم انتت که هن آن» ضبریب. 2۲ (یعتی ۳) علقی است مشک 
اگر (7)7 ریشه‌های موهومی داشته باشد باید به‌ازای همه مقدارهای :2 
حاصلی هم‌علامت با ضریب "2 (یعنی مثبت) پیدا کند» ولی (2)" به‌ازای 
0 < 7 منفی شده است؛ پس ۰ < (27)"] دو ريشة حفیقی داردکه یکی از 
۵ کوچکتر و دیگری از بزرگتر است. اگر ریشه‌های » < (2)" را 2:۱ و 
۳ بأن بنامیم ) داریم : 

۱ 7 و اد 

از طرف دیگر (6) و (ع۲)6 مقدارهایی مثبت می‌شود (چرا؟)» یعنی »6 
و » در بیرود دو ريش » < (2) ر وافم‌اند و درنتیجه : 


۵ 


۳۴۳۰ 


ام هميشه دارای یک ماکزیمم و یک می‌نیمم است : طول نقطه 
ماکزیمم عددی بین 6 و 0 و طول نقطةٌ می‌نیمم عددی بین 0 و 6 است. 


برابر کم است (حساب کنید!). 


نقطه عطفی به‌طول ۵ -- 2 دارد. 
۲ برای بیدا کردن طول‌های نقطه‌های عطف؛ باید به مشتق دوم دست 
یافت : 
٩(‏ + ۹2 ِ_ ال ۳ (۳ 5 2( 5 


سب ۱۰ 
(۳ و۲ یو ۳(۲ + ۲۵ - آوو) 


بتابراین طول نقطه‌های عطف ؛ ریشه‌های این معادله‌اند : 


٩ , ٩ 
او ابو‎ )۴( 
این معادله درجه سوم ریشه‌های گویا ندارد (اگر ريشه گویا داشته باشد؛‎ 


دق ۱ ۱ ۱ ۹ ۱ 
بایل بزح از عددهای ۰2-۱ ۰1-۳ بل ) ب -د) ٩‏ ترا ت‌ باشد» یعنی 


بخشیاب‌های 7 که هیچ‌کدام مشتق دوم را صفر نمی‌کنند.) 
نله عطفب روف یی ۱۳۳۵ راست‌اند. معاد له این حول واست را (لگر و حر د 
داشته باشد) 6 + 62 < ل می‌گيريم. باید از حل این معادله با معادله منحنی 


۳۳ 


باشد» بعن . به همان معادله ۱ *): 
باشد؛ یعنی ؛ () 


سره 9 یلم 2 
فد هآ 
4 07 << /1 


م د ۳4۳ د ۲(2 ب ۲۵ -۳۵) + ۱(۲ + ۲۵) - وی جب 


که با فرض » عد ۰۵ به این صورت درمی‌آید : 
۳+۳ ۲ - ۲۵6 - ۳6 ۱ ۲6-4 
4 اس سور ۶ 


| #۷ ) ج. سس 
برای این‌که ریشه‌های معادله (**+) همان ریشه‌های معادله (*) باشد باتوجه 


پاسند : 
۳+ ۳6۵ ۱ +0 ۲۵ 
مر و تا وا وم تعاس 
1 0 ۲ 0 


برای دو مجهول ۵ و ۰ سه معادله داریم. اگر این سه معادله سازگار باشند؛ 
یعنی جوابی که از دو معادلٌ اول به‌دست می‌آید» در معادلةٌ سوم هم صدق 
کند؛ به‌معنای این است که فرض ما مبنی بر این‌که سه نقطهٌ عطف روی خحط 
راست 5 + 62۶ <- ل قرار دارند» درست است. از دو معادله اول دستگاه 


به‌دست می‌آید : 5و وا 2 ق این مقدارهای 6 و ۵ در معادلة سوم 


دستگاه صدق می‌کنند. نبراین خط راست 5 - عج  <‏ به‌وافم از سه 
۳۷ به‌معنای آن است که نمودار سه نقطٌ عطف واقم 
بر یک خط راست دارد. 
۳ ۱ و .2۷ طول‌های نقطه‌های ماکزیمم و می‌نیمم ریشه‌های 
» << 1 هستند» یعنی ریشه‌های معادله 
ه < ۲۵ - ۲۵۵ + ۲(2۲ + ») 


و 


بنابراین -_ ۵ ۳ ۲ سس حسوی بر ب6 فرب 

برای 7۱ و 7۲ (عرض‌های ماکزیمم و می‌نیمم) می‌توان مقدارهای 2۱ 
و ۲ را در تابم قرار قاد: ولبت راه‌حل ساده‌تری وجود دارد. خحط راستی که 
موازی 72 از نقطهٌ ماکزیمم یا می‌نیمم بگذرد؛ بر منحنی مماس است. اگر 
<< ۷ را چنین خط راستی فرض کنیم از حل آن به معادلهٌ منحنی به معادله 
و در 


ه < و - و«( + (۲۷) - ۲ (۱ عت: 2 ] 
زيم ز رای اییکه بی ی نتاس اد باید یاه تشه تضاعفت 
داشته باشد؛ یعنی 
چ> ه - (۱ - )۴۵ + (ه + (۲) 
» < ۴ - آه + رو( ۴)۵4 + ۴۲ ج 


ك 
به‌اين ترئیب (6 + 0)- از ی < ۰۲۱۲ دستگاهی که 


صورت مساله داده است» جنین می‌شود : 


۴ - 0 ۴ - 
۹ ۲ و 5 ۳ 
و 
فک نج (6 + 0)- 


۳ معادله دوم دستگاه را از معادله اول آن کم کنیم؛ به این معادله هی رسیم : 
۶ب ,۲ را ات و - ۱۳ دابا ال 


به‌ازای ۶ - < 0 جوابی برای 9 به‌دست نمی‌آید. ولی اگر ۲ :0و۱ کز. یگوی 


از دو معادلهٌ دستگاه فرار دهیم -٩‏ - و به‌دست می‌اید. 


۴ ۵ 


, <- -٩ 6 << ۲ پاسسخ.‎ 


 < 7 + ۴‏ مماس بر منحنی مفروض می‌گيريم. در این صورت 
باید با حل دستگاه شامل دو معادلٌ منحنی و خط مماس» به معادله‌ای با 


0 سد ۱2 5 
ه > (۵۲+۲۵۳۶()-0-۲۵۵(2)+ و(6-۲) چد ۲ -ه ‏ ۷ ۱ 
برای این که این معادله در حه دوم » بک ریشه مضاعف داشته باشد ‏ باید مین 
آن برابر صفر شود: 


)0 - ۲۵۰(۲ + ۴)۵ - ۲()۳۵۲ + ۲۵۲۶( < » 


که اگر آن را نسبت به 77 منظم کنیم : 

ه < 9 +4 9( - ۴0/۴ - ۲(7۵۲ - ۵ + ۴)۵۲ 
باید » و ۵ را طوری پیدا کنیم که این برابری نسبت به 72 به اتحاد تبدیل 
شود زیرا در این صورت مقدارهایی که برای ۵ و 0 به‌دست می‌آید برای هر 
مقدار دلخواه 0 ض ۳11 قابل قبول‌اند. برای اتحاد بودن این برایری باید داشته 
باشیه . 

و سح" ,۰ < (6 - ۴)ه به < ۲ - 6 د آن 
که از آن‌جا به‌دست می‌آید ۱ < ۵ و ه ] پا ۲- < 6 و ه < . 

پاسخ. خحط‌های راست -۲-  -<‏ و 2 < ل به‌ازای هر مقدار ۰ ع< 7۲ 


۳ 


۵ فرض مي‌کنيم از نقطهٌ (۱ ,۸1)2۱ دو مماس عمود بر هم بر 
منحنی رسم کرده باشیم. اگر ضریب زاویه مماس‌ها را 77 فرض کنیم معادله 
خط مماس به‌صورت 


0۱ 1 7710۲1 - 110 < 1 
درمی‌اید که باید از حل آن با معادلهٌ منحنی؛ به معادله‌ای با ريشه مضاعف 


پرسیم . 


۳ (۲+ ۲ ۳ - .<< ۱ 
و: سب مسبت ۳ (۳ لت ول نا ۹ 
"۲ ۱ ۳- ۲۲۲۱ -- ۲۲ <2 زا 


برای این‌که اين معادله دو ريشه برابر داشته باشد» باید 
و۴ +۱(9 )۴ 7و چم (ووت رهم)۷(۲-۲ جوم 


دو جواب این معادله» ضریب زاویه‌های مماس‌هایی است که از نقطه ۸۷ بر 
منحنی رسم شده‌اند. جون می‌خواهیم دو مماس بر سم عمود باشند» باید دو 
جوابی که برای ۸ به‌دست می‌آید؛ عکس قرینه هم باسند ) یعی 


0- ح< ۴۳0 جح ۱- < ۲۲۷۲ ۰ 7۲۱ 
پاسخ. مکان هندسی نقطهٌ ۰/۷۲ خط راست » <- ۱ + ۴۷ است. 


۶ همه این کسرها را به‌یاری قاعدهٌ هوپیتال رفع ابهام می‌کنیم : 


۷/181 2 - ۱ ) ۷/2 2 - ۱( 


س اد تن تفیل تارب بسا تلم . از۲۳ 
1 و ۰ باگ ۱ 
را تا وا ۳ 2۶ 


۲ ۷ 


۷ ۲ ۱ 
:۹ 2 1۵8 + ۱ س 


۳ ه ۷/2 وم و وزو ۶ مه 
(2 2 ۱۲ هه یر ۱۲۵۵۵ - ۲۵ هن" یر 
نت ۳( 2 جزو ۱۲ - ۴ زو ۳) وس 7 5110 ۱۲ - ۴۲ رو ۳ »بو 
۲ 
ها تا ۱۱۲۳۹۹۱ 
۲7 ۱ -- ۲۶ 6۵8 ۱۳ ی 


۱ 


0 


۷ ۲ 
۷۱۵۲ ۳۶ - 121۲ 7 


8 - ۴5 و0 «ج 
ود مت ۳۳ ۱ 
7 (2 صها + )هه ۲ - (۴۵ صهه ۲۵ 2 یر 


توت 


7 510 4 ۴2۲ 8 ۴ - 7 تا 

_ » آهه)۲- وهه)۲ - ۲2 ۸۵۵۵+ ۲۶عاه مر _ 
7 0 1+ ۴۲ 81 ۴ - وب جو 

۵ ها ۲ هه( هب۳۲ پر 
2 وم د ۲2۲ 6۵85 ۱8 -_ ب بو 


2 "وج + )27 وج ۶ + (2 صج + ۳/۱ 
1 7 608 41 ۴ 608 ۱۶ - ۱ 5 
۲ بب ۳۲ 
۱ وه 
۰ -- ۱۵ د ۷۲ ۵ 2 


(۳ 
۳-6 و۳ مب ود ۷۵۲ سم 


۵ 1 ۱۴۲ 1 ۲ - ۴۲ 
۳ و۶ - ۳+ و۸ 27/۳ 


۱۳۷/۳۱۵ ۱۷ ۸ 

م۸ ۷ ۱۳۲-۵ 

۳۳۷/۴۳۰۱۸: ۱۴ : ۱ 

5 ۵ "وه - (۲۵ + )هلو (2 + م) 0[ حد (۴ 
۳ هب 

ِ_ (2 + ه)حذه (۲۵ + 05)0 ۲ + (۲2 + 2)0 (2 +ع9 مر - 


۱ ۵ چب بل 


-< ۳ 5110 2 8 60 


۸ ی ۴ 


0۲0 +( )اه ۲ (۲2 + لا یر 

آ« جت ول 

5 |( 2 + 0 + ۲۱۱ + ۲2(۱ + 0 + ۲۲۱ ۷۳۳۹ 
طظ ۳ 


2 +0۱)۵ + (6+۲۵) ام هه 


- [(۲۵ +۵) ام + ۲2(]۱ + 0۷)6 ۴) حد 


> (((2۶ + ع) 60۲ + ۱( + )ام ۲- 


۱ 


(۵ ام +۵)۱4 00 ۲ -< 


۴( پاسخ. ۵ 1[ -. 


۳ رآ ۲ : 0۳8 : 
۷ مجموع طول و عرض زمین برابر 7 متر است. اگر طول زمین را 


7 مثر بگیریم؛ عرض آن برابر (2 - ۱) متر و مساحت آن 
۵ + او ع (و - )2 < 5 


می‌شود. روشن است که 7 > 2 > » (در حالت‌های ۰ < 27 و 7 << 2 
به‌جای مستطیل» دو پارخط منطبق بر هم هریک به‌طول 7۰ متر به‌دست 
می‌آید) . 

به‌اژای ه < ۲ و 7 < 72 به‌دست می‌آید ه وا بنابراین ماکزیمم 


مساحت به‌ازای جواب مشتق به‌دست می‌آید 
11 / ۱ / 
۶ جا 7 و و ۱ 


۳۹ 


بیشترین مساحت زمین وقتی به‌دست می‌آید که آن را به شکل مربع و با ضلع 
كِثِ« ۱ 

به طول -- متر انتخاب کنیم که در این‌صورت؛ برای مساحت زمین داریم : 

772 ۰. 7 

تست 2 0 

۲ . ۳ 

۸ ۸ را به‌سمت راست می‌بریم و معادلة درجه دومی را که به‌دست 


می‌آید ؛ نسبت به مجهول 7 منظم مي‌کنيم. معادله چنین است : 
)٩7 +۱۴ - ۸( < »‏ + ۱(2 + (۶)۲۷ - ۵ 


برای این‌که این معادله ریشه‌های حقیقی داشته باشد باید مبین آن نامنفی 
یاس : 


۵ < ۹۲۷ +۱( - ۵60 +۱۴ ۸( < » 


که از آن‌جا نتیجه می‌شود : 
۵ + (۶- ۳۷) ت-- ۶۱ +۲۶ - ٩0‏ < 4 
۵ ۵ 

۸ از مقدار سمت راست برابری کوجچکتر نیست. کمترین مقدار سمت راست 
برابری به‌ازای ۲ < ۷ به‌دست می‌آید که در اين صورت می‌توان ۵ <- ۸4 
گرفت. به‌ازای این مقدارهای ۸ و ۷ به‌دست می‌آید ۳ < . 

پاسخ. کمترین مقدار عبارت ۸ برابر است با ۵ که به‌ازای ۳ < 2 و 
۲ < ۷ به‌دست می‌آید. 

این مساله را به‌صورت دیگری هم می‌توان حل کرد. ۸ را این‌طور 
می‌نویسیم : 

۵+ ۳۷/(۲ -:۲) + ۳(۲ - ت) < ۸ 


و ۴۱ 


و روشن است. برای این‌که ۸ کمترین مقدار خود باشد. باید داشته باشیم : 
د 1 ۲ اب ۲۵۶ ره 2 1 - لل 
که از آلجا ۳ ت ۶ ۲ عد زو ۵ عد ۸. 
6 طول ضلم هریک از مربع‌های کوچکی را که از چهار گوشة مربم 


اصلی درمی‌آوريم؛ برابر سك می‌گیریم () ارتفاع ی است). طول تس 
قاعدهٌ جعبه پرابر (۲2 - ۱۳۰) سانتی‌متر و ارتفاع آن برابر 2 سانتی‌متر است. 


بنابراین برای حجم آن به‌دست می‌آید : 
۵ + ۴۸۰۵۲ - ۴2 - ۲۵(۲ - 2/۱۲۰ < ۷ 
روشن است که ۶۰ > 2 > » و داریم : 
8 بت ۷ تا ۳۵ نج کون تا ۳ بت اه ض 
یعنی به‌ازای ۰ < 7 و ۶۰ < 2 کمترین مقدار حجم به‌دست می‌آید. 
بیشترین مقدار حجم به‌ازای جواب مشتق است : 
۵۰۵ 1 ۹۶۰7 - ۱۲۲ - ۲/7۲ 


ریشه‌های 9 :سس ۱ عبارت اننتتگا اژ و 7 و ۵ << ۴ جوابت و ۶۶ نس « 
می‌نیمم حجم را می‌دهد و جواب ۰ < 7 ماکزيمم حجم را که برابر است 
پا 
(سانتی‌متر مکعب) ۵ ۵ ۱۲۸۵ ب ۷ 
۵ ۵ ۱ . شعاع فاعده استوانه را 7 می‌گيريم ؛ مساحت قاعدة استوانه برابر 


۳ 


مقدار سطح جانبی روشن می‌شود که 


ت۴۳ > 2۳ > ۵ 
۷ ۱ سه - رس 


ارتفاع استو انه را می‌توان از سیم سطح جانبی آن بر محبط قاعده به‌دست 


آورد: 
۲ - 5 
۳7۳ 


| 
و درنتیجه» برای حجم استوانه خواهیم داشت: 


۱ ۱ »۲7 9 
( ۲7۵ ۳ كِِ1 - ۹ ۲« - ۲۷ 


۱ 
( ۶7۵ - )»> ۲7/7۲ 
سس | او چت ت د او چ ه < "۳ 


5 
۱-۲ - + 
«7 ۶ 


یعنی بیشترین مقدار حجم. برای استوانه‌ای است که در آن؛ ارتفاع با قطر 


۳ 


۱ اگر عرض قاعده را 2 بگیریم» طول قاعده برابر ۲ می‌شود 


۷۸ 


را برای فاعده » و برای دیواره‌های ظرف ۲۵ بگیریم؛ برای ساختن ظرف 


به‌اندازة 


۲ < ۲۵2 + ۱۸۵2 4+ و۶‎ < ۲۵/۴۵۲ + ٩۵0 


هزینه لازم اش عاغ. م2 ۷ فرار می‌دهیم. یس از عمل‌های ساده به‌دست 
۳1 


اف 


۲۷ - و۱۶ ۷ - ۸ 
وود زر بظز 
۳ 7 
و برای » -< "] خواهیم داشت: 
۷ 
ست ار د و چت و حد اد 
۲ ۱۱ ۳۴ 
۱۳ ۷ / 
۴ ۷ ۲ ۳212 ۲ 
۴ ۳۱ 


به‌این ترتیسا؟ با در تا داستن کحم ظرف ‏ بعدهای مکعب مستظیل 


۳۱۳ 


۱ ۷ 


۷۲۱ ۲ 


1 
2 ۹ 


| »سس 


پاسخ. برای این‌که کمترین هزینه را برای ساختن ظرف داشته باشیم باید 
بعدهای آن را پهنسبت عددهای ۲ و ۱ و چ در نظر گرفت. 


۴۳۳ 


